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1. Red monoatómica lineal. Dada la relación de dispersión para una red monoatómica lineal,
con una constante de fuerza κ y el parámetro de red es a,

ω(q) =
4κ

M
sen

qa

2
,

encuentre los valores de q para los cuales no hay propagación de ondas.

2. Cadena diatómica. Considere una cadena armónica lineal formada por dos átomos por
celda unidad, de masas M1 y M2. La interacción es a primeros vecinos, con una constante de
fuerza κ y el parámetro de red es a.

a) Muestre que la relación de dispersión viene dada por
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b) Calcule la velocidad del sonido

c) Muestre que para el caso M1 = M2, el resultado es equivalente al de la curva de dispersión
para una cadena monoatómica.

d) Considere los valores κ = 5 × 103 dinas/cm y masas de M1 = 5, 9 × 10−23 g y M1 =
3, 8× 10−23 g, y calcule los valores posibles de las frecuencias en el ĺımite de la primera
zona de Brillouin. ¿Cuáles son los valores de las frecuencias prohibidas?

3. Considere una cadena lineal diatómica, cuyos átomos son idénticos pero están conectados
por resortes de constantes diferentes, K y G, que se van alternando. La interacción sólo se
considera a primeros vecinos. Además, considere d ≤ a/2 y que K ≥ G. (ver figura).

a) Escriba la enerǵıa potencial del sistema, y a partir de alĺı escriba la ecuación de movi-
miento para los átomos de una celda unidad del sistema.

1



b) Suponga soluciones ondulatoria de tipo exponencial exp i(kna− ωt) y muestre que la
relación de dispersión es

ω2 =
K + G

M
± 1

M

√
K2 + G2 + 2KG cos ka

c) Haga un dibujo de la relación de dispersión y de nombre a las diferentes ramas.

4. Enerǵıa de punto cero. Calcule la enerǵıa de punto cero de un cristal a partir del modelo
de Debye. Estime ese valor para el caso del He sólido (¿a que temperatura y presión se
puede tener helio sólido?), suponiendo una temperatura de Debye del orden de 24 K. (R:
E0 = 9/8kBTDN ; para el He, por atómo, da ≈ 0, 24× 10−2 eV.)

5. * Número de fonones. Calcule el número de fonones en la aproximación de Debye. Discuta
el caso ĺımite para altas y bajas temepraturas, i.e. kBT � h̄cskD y kBT � h̄cskD, donde kD

es el número de onda de Debye y cs es la velocidad del sonido, y s = 1, 2, 3 corresponde a los
tres modos de fonones. El número total de átomos en el cristal es Na.

(R: Baja T : N ∝ (1/c3
1+1/c3

2+1/c3
3)(kB/h̄kD)3T 3; alta T : N ∝ (1/c1+1/c2+1/c3)(kB/h̄kD)T )

6. Calor espećıfico a alta y baja temperatura. Determine la dependencia del calor espećıfico
Cv para el caso temperaturas altas y bajas, o sea kBT � h̄cskD y kBT � h̄cskD. (R: alta T :
Cv = 3NkB; baja T : Cv = (12π4/5)NkB(T/TD)3.)

7. * Temperatura de Debye del Ge. El germanio cristalizado tiene, a bajas temperaturas,
las capacidades calóricas que se muestran en la Tabla de la pág. 3. Utilizando esos datos,
estima la temperatura de Debye TD a 0 K del Ge. El volumen del átomo-gramo a 0 K puede
tomarse como 13,606 cm3.

8. * Grafeno y el calor espećıfico en d dimensiones, con relación dispersión no-lineal.

a) Muestre que la dependencia del calor espećıfico con la temperatura, a bajas tempera-
turas, para un cristal bidimensional y relación de dispersión lineal (aproximación de
Debye), es de la forma Cv ∝ T 2.

b) Suponga que cierto material tiene una relación de dispersion w(q) no lineal para q pe-
queño, es decir w(q) ∝ qn, para q � 1.. Muestre que a baja T el calor espećıfico es de la
forma Cv ∝ T d/n, donde d es la dimensión espacial de material.

c) Considere ahora el grafeno, el material bidimensional por excelencia, sintetizado hace
solo unos años atrás y que fue premiado con el Nobel el año 2010. Aqúı, como se puede
ver de la figura 1b), hay tres modos acústicos, que corresponde a dos modos en el plano,
longitudinal (LA) y tranversal (TA), aśı como un modo flexural fuera del plano (ZA). En
ellos, para q � 1, la relación de dispersión para los modos LA y TA es lineal, mientras
que para el modo ZA la relación de dispersión es cuadrática.
A partir de esta información, explique claramente los resultados experimentales mostra-
dos en la figura 2, en particular el cuadro a baja T . (tomado de Thermal properties of
graphene: Fundamentals and applications, Eric Pop, Vikas Varshney, and Ajit K. Roy,
MRS Bulletin 37, p. 1273, Dec. 2012).
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