
Departamento de Fı́sica Métodos de la Fı́sica Matemática I
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Sistemas de Coordenadas no Ortogonales

1. Cada uno de los siguientes conjuntos de vectores (linealmente independiente entre ellos)
proporcionan las direcciones de un cierto sistema de coordenadas. Señale si éstos si forman
un sistema ortogonal o no. ¿De que manera influye esto en el producto interno entre vecto-
res?

a) ~v1 = ê1 + ê2 , ~v2 = −2ê1 + 2ê2

b) ~v1 = ê3 , ~v2 = 3ê1 + 3ê2 + 3ê3 , ~v3 = 1ê2 + 1ê3

c) ~v1 = −1/
√

2ê1 + 1/
√

2ê2 , ~v2 = −1/
√

2ê1 − 1/
√

2ê2 , ~v3 = ê3

d) ~v1 = ê1 , ~v2 = ê2 , ~v3 = 1/
√

2ê3 + 1/
√

2ê4 , ~v4 = 1/
√

2ê3 − 1/
√

2ê4

2. Suponga que los ĝi son vectores normalizados pero no ortogonales. Para los siguientes vec-
tores, escriba sus componentes covariantes.

a) ~A = 4ĝ1 + 8ĝ2 y ~B = −ĝ1 + 3ĝ2

b) ~A = −ĝ1 + 2ĝ2 + ĝ3 y ~B = ĝ1 + ĝ2 − 2ĝ3

c) ~A = ĝ1 + ĝ2 +−2ĝ3 + 2ĝ4 y ~B = 3ĝ1 + 5ĝ2 − ĝ3 + 3ĝ4

3. Sean los vectores ĝ1 = −1/3ê1 − 2/3ê2 + 2/3ê3 , ĝ2 = 1/
√

2ê1 + 1/
√

2ê2 y ĝ3 = −1/
√

3ê1 +
1/
√

3ê2 + 1/
√

3ê3, los cuales definen un sistema de coordenadas no ortogonal y los vectores
êi son los vectores unitarios del sistema cartesiano clásico. Además, sean los vectores ~A =
ĝ1 + ĝ2 + ĝ3 y ~B = −ĝ1 + ĝ2 + 2ĝ3.

a) Calcular las componentes del tensor métrico Mij en el sistema definido por los êi.

b) Calcular las componentes del tensor métrico Mij en el sistema definido por los ĝi.

c) Obtener las componentes covariantes de ~A y ~B en ambos sistemas.

d) Calcular el producto punto entre ~A y ~B , en el sistema no ortogonal, utilizando la métri-
ca y las componentes contravariantes de ambos vectores.

e) Calcular el producto punto entre ~A y ~B , en el sistema no ortogonal, utilizando las
componentes covariantes y contravariantes de ambos vectores.

f ) Comparar los resultados de los ejercicios 3d y 3e. ¿Se obtienen los mismos valores?



Transformaciones de componentes vectoriales contravariantes

4. El siguiente sistema de ecuaciones describe la transformación entre dos sistemas de coorde-
nadas, dı́gase, del sistema no primado al sistema primado.

x′
1 = x1 + x2 − x3

x′
2 = −2x1 + x2 + 2x3

x′
3 = 4x1 − 2x2 + 2x3

a) Encontrar la matriz de transformación que va desde el sistema no primado al primado.

b) Calcular la inversa y la traspuesta de la matriz de transformación. A partir de estos
dos resultados, ¿qué relación existe entre los sistemas de coordenadas primado y no
primado?

c) Calcular la matriz de transformación que va desde el sistema primado al no primado.

5. Considere la base canónica del espacio de tres dimensiones. Utilizando las ecuaciones da-
das en el ejercicio 4, exprese la base mencionada respecto al nuevo sistema de coordenadas.
Realice el producto punto entre los vectores obtenidos e investigue si conservan su ortogo-
nalidad.

6. Reescribir las siguientes expresiones de acuerdo a la convención establecida para representar
componentes covariantes y contravariantes. Nota: Puede haber más de una manera correcta
en algunos casos.

a) TiSi

b) uiviwj êj

c) Tijviêj

d) Tiivj êj

e) Tij êiêj

f ) Tijkêiêj êk

g) SijkTls

h) T ′
ij = airajsTrs

7. Para los siguientes vectores ~v expresados respecto a la base ĝ, calcular las componentes del
tensor métrica y obtener las componentes covariantes vi de cada vector. Los vectores ê son
los vectores unitarios del sistema cartesiano usual.

a) {ĝ1 = ê1 , ĝ2 = ê2 , ĝ3 = 1/
√

3ê1 + 1/
√

3ê2 + 1/
√

3ê3} , {~v1 = ĝ1 − ĝ3 , ~v2 = ĝ1 + 2ĝ2}
b) {ĝ1 = 1/

√
5ê1 + 2/

√
5ê2 , ĝ2 = 2/

√
5ê1 + 1/

√
5ê2 , ĝ3 = −1/

√
3ê1 − 1/

√
3ê2 − 1/

√
3ê3} ,

{~v1 = −ĝ1 − 2ĝ2 + 2ĝ3 , ~v2 = ĝ3}
c) {ĝ1 = 1/

√
6ê1 − 1/

√
6ê2 + 2/

√
6ê3 , ĝ2 = ê1 , ĝ3 = ê3} , {~v1 = 3ĝ2 + 2ĝ3 , ~v2 = −ĝ1 − ĝ2}



Transformaciones de Componentes Vectoriales Covariantes

8. Considerar los vectores y la base dada en el ejercicio 7a. Además, considerar la siguiente
matriz transformación

[t] =

 1 3 1
−2 0 1
2 2 −2


a) Transformar las componentes contravariantes de los vectores ~v1 y ~v2 utilizando la ma-

triz de transformación.
b) Calcular las componentes covariantes de los vectores ~v1 y ~v2.
c) Transformar las componentes covariantes antes citadas. Para ello, encontrar la matriz

de transformación apropiada para este caso.

9. Determinar si las siguientes componentes de vectores son covariantes o contravariantes. Las
definiciones de las componentes de estos vectores se indican entre paréntesis. Indicación: en
(a) y ( c) analice la forma en que se transforman mediante la regla de la cadena.

a) Velocidad (dxi/dt)
b) Momentum (pi = mvi)
c) Campo eléctrico (− ∂φ

∂xi )
d) Fuerza newtoniana (dpi/dt).
e) Fuerza de Gravedad ( − ∂

∂xi )
(
−GMm

r

)
; r =

√
xixjMij

10. Considerar las siguientes relaciones de transformación

ct′ = γ(ct− βx),
x′ = γ(x− βct),
y′ = y,

z′ = z,

donde γ = 1/
√

1− β2. Considere las coordenadas contravariantes x0 = ct, x1 = x, x2 = y,
x3 = z y la métrica

[M ] =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


a) Encuentre la matriz de la transformación tij que realiza la transformación x′i = tijx

j .
b) Encuentre la matriz de la transformación desde el sistema primado al sistema no pri-

mado.
c) Transforme el vector momentum ~p desde el sistema no primado al sistema primado.

Para esto considere que ~p es la parte espacial del cuadrivector definido por sus compo-
nentes covariantes p0 = E/c, p1 = −px, p2 = −py, p3 = −pz.

d) Obtenga el producto escalar pµpµ. Considere una partı́cula en reposo en el sistema no
primado, y definamos E0 = m0c

2 la energı́a de la partı́cula en reposo. ¿Qué puede
concluir si considera que pµpµ es un escalar?



e) Transforme el vector fuerza ~F desde el sistema no primado al sistema primado. Asuma
que la fuerza proviene de un campo conservativo.

Covarianza y Contravarianza en Tensores

11. Determinar si los siguientes tensores son covariantes, contravariantes o mixtos. Indicar cuántas
veces el tensor es covariante y contravariante. Además, escribir la forma de transformación
respectiva desde un sistema no primado a uno primado.

a) Tlmn

b) T opq

c) T r
st

d) T i
j

e) T ijk
lmn

12. Demuestre que la delta de Kronecker δij es un tensor.

13. Demuestre que la métrica es un tensor, tomando como punto de partida

~A · ~B = AiBjMij

14. Sea bi = ∂x′i

∂xh ah. Demostrar que se cumple

ah =
∂xh

∂x′i bi

15. Sea bij = ∂x′i

∂xh
∂x′j

∂xk ahk. Demostrar que se cumple

ahk =
∂xh

∂x′i
∂xk

∂x′j bij

Ejercicios adicionales: Mathematical Physics de B. Kusse y E. Westwig, capı́tulo 14.


