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Funciones de variable compleja

1.

8.

Sea w = f(z) = 2%. Encontrar los valores de w que corresponden a zo = —2+iy 2 = 1 — 3.
¢Coémo se representa graficamente esta correspondencia?

. Un punto P se mueve en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj,

alrededor de un circulo en el plano z con centro en el origen y de radio 1. Considere la
aplicacién f(z) = 2. Muestre que cuando el punto P da una vuelta completa, la imagen
P’ de P en el plano w da 3 vueltas completas, en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj, describiendo un circulo de radio 1 y centro en el origen.

Sean c; y ¢y constantes reales. Considere la aplicacién w = z2. Determine el conjunto de
todos los puntos en el plano z que se aplican en las siguientes recta del plano w

a) u=cy

b) v=co

Sea la funcién f(z) = z3. Ademads, considere z = z + iy. Exprese la funci6n en la forma
w = u(z,y) +iv(z,y).

Sea u(w,y) = 22 —y* + 2 y v(z,y) = 22y — y. Exprese w = u(x,y) + iv(x,y) como funcién de
z.

Demostrar las siguientes relaciones
a) e?le?2 = e?1122
b) |e*| =e”
Demostrar, sin utilizar identidades trigonométricas, las siguientes relaciones

22,=1

a) sin® z + cos
b) sin(z1 + 2z2) = sin z1 cos 29 + cos 21 sin 2y

) cos(z1 + z2) = cos 21 COS 2o — Sin 21 8in 29

(
(

d) sin(—z) = —sinz
e) cos(—z) = cosz
f) tan(—z) = —tanz

Demostrar las siguientes relaciones
2, _ 2
a) 1 — tanh” z = sech”z
b) siniz = isinh z

¢) cosiz = coshz



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

d) sin(z + iy) = sinxz coshy + i cos z sinh y

a) Calcule exp 2™ para n par e impar. Considere los casos n positivo y negativo.
b) Si f(z) = e*, demuestre que para n entero f(z + inm) = (—)" f(2)
Determine las soluciones de

a) e =1F/3i
b) € =1+ +3i

¢Qué condicién(es) impone sobre sobre z y/o Re(z) y/o Im(z) el hecho que

a) e* sea real puro o imaginario puro.

b) Repita para e’
Demuestre que

a) sinh? z; — sinh? 25 = cosh? z; — cosh? 29

b) sinh? z; + cosh? 25 = cosh? z; + sinh? 2,

Verificar que las funciones

a) —isinhiz, coshiz
b) —itanhiz, icschiz
¢) sechiz, tcothiz,

son las correspondientes funciones no hiperbdlicas de argumento z. Nota: Ver Abramowitz
& Stegun 4.3.49-54.

Demuestre que (Referencia a Abramowitz & Stegun)

a) |sinh z|? = sinh? z + sin?y, (4.5.54)
b) | cosh z|? = sinh? z + cos?y, (4.5.56)
¢) tanh z = SR ety (4.5.51)
d) cothz = SEReisnly, (4.5.52)
in i sinh
¢) tanz = SLIHISRLA (4.3.57)
P eotz = i st (4.3.58)
g) argsin z = arctan(cot x tanh y), (4.3.60)
h) argcos z = — arctan(tan z tanh y), (4.3.62)

Escriba z = cos(§ + i) en la forma z + 7y. ;Cudl es la forma polar de 2?
Verifique que
V2,

7(smh0 +icoshf) = sinh(f + z%) (1)

Verifique que i* = ¢/"" = e~2¢?"™ (j1). Calcule (2i)%.

Calcule Re {log (rew — 1)]



19.

20.

21.

22.

Verificar que si z # 0y « es un real, entonces

|Za’ _ 6culn\z| _

2| (2)

2

Considere la funcién f(z) = 2° = u + iv

a) Encuentre la ecuacién que describe la curva para la que u = 1 en el plano-zy. Repita
para v = 2. Grafique las curvas.

b) Encuentre los puntos de interseccion en el primer cuadrante. Calcule la inclinacién de
cada curva en el punto de interseccién. Constate la ortogonalidad.

Escriba en términos de de z y z* las funciones
= f(z) = 2+ y2.
w f(2) =22 —y? -2y +2(z — xy)i
R. (2%)? + 2iz
n flz) =27 -y
Considere x e y como funciones de z y z*; es decir:

z+2* o _z—z*
2 Y=

©)

Tr=

Haga uso de la reglas formales de derivacion para demostrar que:

0 0 0 8:48 6] )

o 0z 0 oy oz om
0? 0? 0?
2
= — _— = 4
v Ox2 * Oy? 020z*
Nota: 0/0z representa la derivada parcial con respecto de z manteniendo z* fijo. No debe
confundirse con d/dz que es la derivada usual con respecto a la variable compleja 2.

)

Problemas adicionales: capitulo 3 del libro de Churchill y Brown, Variable compleja y aplica-
ciones.



