Introduccidn a la Fisica del Estado Sélido Apuntes de clase

Semana 1. Difraccion de ondas en redes cristalinas y la
red reciproca.

Para que ocurra difraccion, la longitud de onda debe ser
parecida a la longitud de periodicidad.
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La longitud caracteristica en cristales inorganicos es cerca de

5A.
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Ley de Bragg

La condicion de interferencia constructiva es que AB + BC
sea 1igual a un nimero de longitudes de onda.

2dsin=nA

Se supone reflexion especular por cada plano, pero si asi
fuese el primer plano lo reflejaria todo y para todas las
longitudes de onda. En realidad un plano refleja cerca de 10~
a 10 de la radiacion incidente.

Los angulos de difraccion dependen de la red.

La base cristalina influye en la intensidad de las lineas de
difraccion, llegando a anular algunas. Factor de forma y
factor de estructura.

Veamos el montaje experimental.



Introducciodn a la Fisica del Estado Solido

Incident beam
from x-ray tube
or reactor

it

Monochromating
erystal

#

Beam from monochromator

&

on rotating table

~——Undeviated
components of
main beam

Apuntes de clase

To crystal specimen

. 4000}
E s Main beam (22;) )_r;:f}%cjtion
E 9H9= peak intensity g
@ 150,000 c.p.m. j
£ 2000} R (440) _
£ , A=1164
g (220) reflection
[ O 1000- A =0584
k f\/| L | 1
0° 10° 20° 30° 40°
Bragg angle 8

i

allics i &

500

1047 11

. 1200

1807

17

1307 160



Introduccidn a la Fisica del Estado Sélido Apuntes de clase

Amplitud de la onda difractada
Los rayos X interactiian con la densidad de carga n(r).
Periodicidad n(r)=n(r+T)

Para simplificar, consideremos una funcion 1D periodica

n(x)=ny+ . Cpcos(zzp x)-l—Spsin(zzp x).
p>0

n(x)= Z npexp(iznpx), n._ =n

oo a

En 3D, con vectores primitivos oblicuos y traslaciones T,
n (r)=z neexp(iG-r), niGznG
G

En 1D, los coeficientes se obtienen de

a

n =lf n(x)exp(—i2npxla)dx.

p a )
Si se sustituye el desarrollo de n(x) en esta féormula
npzl Z np,f exp(i2n(p’'—p)xla)dx.

a p 4 O

El valor de la integral, es
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. Cl’ (ei2n(p’—p)—l):O s p’ip
i2n(p'—p)

a Si p’:p

Entonces la ecuacion de define n, se convierte en 1identidad.

Para el caso de funcion periddica en 3D se define

a,Xxa, a,xa, a, Xa,
b=2n , b,=2m , by=27
a-a,Xa, a -a,Xa, a-a,Xa,
G=v,b,+v,b,+v,b,, VI V,, ViEZL

Los vectores b, son los vectores primitivos de la llamada red
reciproca, definida por los vectores G. Es facil demostrar que

Usando estos vectores en la expresion

n(r)zz ngexp(iG-r), n_g=ng
G

obtenemos facilmente que

n(r+T)=ZGZ ngexp(iG-r)exp(iG-T).

Facilmente se demuestra que
exp(iG-T)=exp(i2 (v, u,+v,u,+vyus))

y por tanto n(r+T)=n(r).
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De forma similar al caso 1D, se demuestra que el coeficiente

fn rlexp(—iG-r)dV .

celda

Lo anterior es el teorema de Fourier en redes oblicuas 3D.

Condici6n de difraccion

Consideremos la figura siguiente y evaluemos la diferencia de
fases

Outgoing beam
Incident beam eiksr

exp[i Ao]=expli(k—k')r]
La condicion de Bragges A¢=2nmn

Si1 consideramos que la amplitud de la onda difractada desde
un elemento de volumen es proporcional a la densidad de
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carga local n(r), entonces la suma de las ondas con sus
intensidades y fases, en direccion k'’ es proporcional al factor

F=[n(rlexpli(k—k')-rldV, Ak=k'—k
S1 introducimos el desarrollo de Fourier para n(r) se obtiene

F:ZG: nt expli(G—Ak)-r]dV.

La integral es muy pequenia o tiende a cero salvo en el caso
G=Ak
en cuyo caso la integral es V.

Problema 4. Se halla el ancho de linea y se demuestra que la
intensidad decae.

(k+G)=k "
Dispersion elastica — k° =k
2k-G+G*=0
El resultado anterior es crucial. Cambiando G ——G
2k-G=G’ (Ley de Bragg)

En Problema 1 se demustra que la distancia entre dos planos
(hkl) es d(hkl)=n2n/|G,,| (n>1 significa planos no

contiguos). Con esto y considerando que 90°—6 es el
angulo entre k, G , obtenemos

2(2mt/N\)sin0=2nn/d(hkl) .
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2(d (hkl))sin@=n

Ecuaciones de Laue

El resultado G=Ak se puede expresar de otra manera.

Considerando que

G=v b,+v,b,+v;b,

y haciendo los productos G-a; se obtiene

a-Ak=2mnv, (Ecuaciones de Laue)

Interpretacion geomeétrica Ak debe estar en la interseccion
de 3 conos alrededor de a, a, a; .

La siguiente construccion ilustra las condiciones a cumplir.

k y k' tienen el mismo
largo en  dispersion
elastica. La condicion de
difraccion se cumple
cuando la esfera cae
sobre un punto de la red
reciproca. Se requieren
valores discretos de k.

Esfera de Ewald.
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Zonas de Brillouin

Zona de Brilluoin es la celda de Wigner-Seitz de la red
reciproca.

Rescribiendo la Ley de Bragg

2
(%G) 6 k(G/2)cos0=(G/2)
La condicion anterior es satisfecha por vectores como k; y ko,

entendida como que la proyeccion de k&, sobre G¢p es igual a
Gep.

Entonces cualquier onda con vector de onda sobre las lineas
blanca experimenta interferencia constructiva y maximos de
difraccion.
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La siguiente figura muestra un conjunto de planos posibles,
que son los bisectores de todos los vectores de la red
reciproca.

La celda central, sombreada mas oscura, es la celda de
Wigner-Seitz de la R.R. Como es una celda primitiva de esta
red, todos los vectores de la red son equivalentes al vector
central (0). Se denomina primera zona de Brillouin.

Las planos “blancos” son las fronteras de las zonas de
Brillouin.
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Ejemplos de redes reciprocas

Cubica simple

La primera zona de Brillouin es son planos bisectantes

normales a los seis vectores ilbl,ilb +lb3 , lo ual

2 27272
define un cubo.



Introduccidn a la Fisica del Estado Sélido Apuntes de clase

Red reciproca de la red bee

a=2(=3+9+2),  a=

o[

b,=

La red reciproca de bec es fcc.

La primera zona de
Brillouin es son
planos  bisectantes
normales a los doce
vectores mas cortos
de la red reciproca.
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Red reciproca de la red fcc

a=2(0+2),  a="(3+2),  a="(3+5)
b= (=4 §+2), by= 2 (5= +2), b= (54 §—2)

La red reciproca de fcc es la bec.
. Que unidades tienen los vectores de la red reciproca?

. Qué volumen tiene la red reciproca de la fcc ?

Los vectores mas cortos de esta red reciproca son ocho:

2—“(1%1&12)
a

A primera vista la primera zona de Brillouin seria el
octahedro definido por los ocho planos bisectantes de estos
vectores. Sin embargo las esquinas del octaedro son cortadas
por otros planos que bisectan a los vectores reciprocos

+2X

27[( +2y

a
un octaedro truncado. La ﬁgura siguiente muestra dos zonas
de Brillouin con los puntos de red reciproca que las definen

), 2T[( ), 2”(+2z) y la figura resultante es
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Analisis de Fourier de las redes con base
F=[n(rlexp[—iAk-rldV, Ak=k'—k
La condicion de difraccidon A k=G nos permite escribir

F=Nf n(rlexp[—iG-rldV,
14

c

donde N es el nimero de celdas. Entonces
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S¢ _[n Jexp[—iG-r]dV

se denomina factor de estructura. Si se aproxima la densidad
de carga por la superposicion de densidades de carga atomicas

=Y n,(r—r,), sumado sobre los s dtomos de la base,

entonces

o)

Se= fn (r—r;)exp[—iG-r]dV
V.

Jj=1

lp=r—r]

Z exp|—i G-r, fn Jexp[—iG-pldV

Definese el factor de forma atomica
szgcnj(p)exp[—iG-p]dV La relacion entre el factor de

forma atomico y el factor de estructura de la base es

Se=2, fiexpl—iG-r,].
j=1

Es habitual usar la notacion r;=x;a,+y a,+z,a,, entonces

Gr -=2T[(V X;+v,y+vyz;),

(v, v, ;) Zf exp[—i2m(v, x, TV Y tvsz )]
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El factor de estructura S, es proporcional a la amplitud de
la onda difractada. Es un valor complejo. La intensidad es
proporcional al cuadrado |S,|* .

Ejemplo: factor de estructura de la red bcc.

Normalmente se definen los vectores de red y planos
cristalinos en términos de la celda cubica convencional, de
modo que la estructura es vista como cubica con base de dos
atomos

x\=y,=z,=0
1

N

SG(V1V2V3>:Z fjeXp[_izT[(lej+v2yj+v32j)]
=1
=f(1+exp[—in(v,+v,+v,)])

El factor de estructura se anula cuando (v,+v,+v;) es

impar. Por ejemplo, la reflexion es 0 para los atomos (100),
(300), (111), (221).
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(v,+v,+v;) corresponde al caso de que la diferencia de

fases entre el ler y 3er plano es 2n , mientras el 2do plano, al
medio, refleja con diferencia de fase m.

De forma similar se demuestra que para la red fcc el factor de
estructura es

4
Sgc(V1V2V3>:Z fjexp[_izTt(lej+v2yj+v3zj)]
j=1

:f[l_I_e—irt(v1+v2)+e—irt(v2+v3)_|_e—irt(v3+v1)

El factor anterior es 4f si todos los indices son pares o
impares, o 0 si hay paridades mixtas.
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Calculo del factor de forma atomico

S =1 n;p)exp[—iG-pldV

Considremos el eje Z localmente paralelo a G, y que la
distribucion de carga atmomica depende solo de r.

G- r=Grcos9

f fﬂn r)exp[—i Greos8]r’sin0drd 0d ¢

eiGr_e—zGr
=27[jnj(r)( )rzdr

1Gr
sin Gr
Gr

2
rodr.

=4T[f n].(r)

Paa tener una 1dea, si la carga esta concentrada en una
longitud << 1/G, sin(Gr)/Gr—1 , entonces

fj—>4rcfnj(r)r2dr=

Experimentalmente es una buena aproximacion usar la
distribucion de carga de los atomos libres para interpretar los
espectros de RX en solidos.



