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emana 4. Gas de Fermi de electrones libres
ibliografia:

ntroduction to Solid State Physics, 8" edition, C. Kittel.
Capitulo 6.

Niveles de energia. Distribucion de Fermi.
Capacidad caldrica del gas de electrones.

Conductividad eléctrica, ley de Ohm. Efecto Hall.

Modelo esquematico del cristal de Na. Los corazones 16nicos estan en un
mar de electrones libres. Contienen 10 electrones con un radio de 0.98 A,
cuarta parte de la distancia entre &tomos vecinos.
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Modelo

1. Los electrones de valencia se mueven libremente por
todo el volumen del metal.

2. El electrdn se propaga como una onda, no se dispersa en
un potencial periodico.

3. Los electrones se distribuyen segun la distribucion de
Fermi y cumplen el principio de exclusion de Pauli.

Las propiedades 2 y 3 explican por qué el recorrido libre
medio es tan largo (1 cm en algunos casos). Sin estas
propiedades habia una teoria clasica, que no podia explicar la
contribucion al calor especifico y la susceptibilidad
magnética. Tampoco el alto recorrido libre medio.

Las colisiones electron-electron son impedidas en su mayoria
por el principio de exclusion. No es posible un cambio de
estado a otro estado ocupado.

Niveles de energia

Electrones confinados en pozo de potencial infinito

Rdy,
Hwn__zm dx2 _gan
,(0):9,(L)=0
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Numeros cuanticos: n=1,2,3,..., m,=%1/2
Pauli — 2 electrones en cada orbital v, ,con m ==+1/2.

Si, por ejemplo, el sistema tiene 6 electrones, tendriamos el
siguiente esquema de ocupacion para la minima energia del
sistema

n 11 2 2 3 3 4 4
me 12 212 +172 212 412 <12 4172 -172
Ocupacion 1 11 1 1 1 0 0

La energia mayor de todos los estados ocupados, en este caso

¢, se denomina nivel de Fermi. Para N electrones,
tendremos

2nF= N.
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Lo anterior es valido para temperatura cero. El efecto de la
temperatura es un problema elemental de la mecanica
estadistica, cuya solucion es la funcion de distribucion de
Fermi-Dirac. Los nimeros de ocupacion 0,1 se reemplazan
por la funcidon
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€'k g, in units of 101 K
El potencial quimico p depende de la temperatura. A
temperatura OK es i1gual al nivel de Fermi

u(7=0)=¢, .
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El potencial quimico se determina por la condicion

S Y fle,,)=N

n=1m==+1/2

Diferencia entre la mecanica estadistica clasica y cuantica

Fermi-Dirac Maxwell-Boltzman
B 1 B 1
f<8> exp[(s—u)/kBT]-l-l f(g) exp[(g—u)/kBT]

La diferencia procede del principio de exclusion de Pauli. El
caso clasico corresponde al limite e—u>k,T .

Gas de electrones en 3 dimensiones

h2

2 2 2
6_|_6_|_8
2m

ox° 0y 0z

P =€, Py

S1 la condicion de frontera es que la funcion de onda se anule
en los bordes del cubo de lado L, entonces

n_ x

X

nn,y nn,z

Sin

1 = Asin sin

s

n,n, n=123,..

Para los efectos que nos interesan es mas conveniente usar las
condiciones de frontera periodica

Y(x,y,z)=y(x+L,y,z)=y(x, y+L,z)=y(x,y,z+L)

Lo anterior se justifica en que para las propiedades
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“volumetricas” de soélido macroscopico, la condicion de
frontera particular que cumplen los electrones tiene poca
importancia. El s6lido macroscopico se obtiene del limite
fisico L —oo . Las funciones de onda con condiciones de
frontera periodica pueden expresarse como

Note el parecido, no casual, con los vectores de una red
reciproca correspondiente a una red ctibica de periodo L.

Es facil demostrar mediante sutitucion simple, que la funcion
anterior satisface la ecuacion de Schrodinger y las
condiciones de frontera.

Por el teorema de Fourier, sabemos que cualquier funcion
periddica con periodo L se puede expandir en ondas planas
con los vectores de la red reciproca, es decir, las funciones
p, . Estas, ademas, son soluciones de la ecuacion de

Schrodinger con potencial constante.

Sustituyendo 1, en la ecuacion de Schrodinger obtenemos

hz hz 2 2 2
=—kl=——(kI+E+KD) .
k= 2m 2m ( Y Z>
Las funciones de onda plana son autofunciones del momento,

pues
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PV =—ihVy,=hky,.
A temperatura 0K, estan ocupados los orbitales que cumplen

Definimos el vector de onda de Fermi, &r, segiin

no,
€,=—k
Entonces los estados ocupados se pueden representar por
puntos en el espacio k, de modo que estan dentro de una
esfera de radio k. Los puntos k son discretos, pero en el
limite L — oo llenarian continuamente esfera de radio kr. La

superficie de esta esfera se llama superficie de Fermi.
De la definion

L TE

vemos que cada punto k centra un volumen (27/L)’ del
espacio k. Entonces, el nimero de puntos k encerrados dentro
de la superficie de Fermi es dado por

4nk;/3: Voo
2n/L)} 67

Considerando la degeneracion por spin (m=%'2), podemos
decir que el volumen encerrado por la superficie de Fermi
alberga N electrones, cumpliéndose la relacion
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47[k‘;/3: Voo
(2n/L) 37

Despejando, se obtiene

/3
3TN |
k,.=|——
Vv
Esta es una relacion del tipo de propiedades “volumétrica”
que nos interesan, N/V es la densidad de electrones, no

depende de la forma del cristal.

k.

2

Fermi surface,
at energy

€p

ky

Otra relacion interesante es la energia de Fermi expresada en
funcion de la densidad electronica
2
h

EF:ﬁki“:

h2 3T[2N 2/3
2m V
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Antes mostramos que el momento de un estado 1, es 7ik.

La velocidad se obtiene dividiendo por la masa. La velocidad
un electron en la superficie de Fermi es

L _hke_h[3°N|"
Em o om\ oV '

Table 1 Calculated free electron Fermi surface parameters for metals at room temperature
{Except for Na, K, Rb, Cs at 3 K and Li at 78 K}

Fermi
Elcctron Radius* Fermi Fermi Fermi temiperature
concentration, parameter wavevector, velocity, energy, Tp = ks,
Valeney Metal incm™® r, inem™ inems ! ineV indeg K

1 Li 4.70 X 10% 3.25 111 % 10# 1.29 x 108 4.72 5.48 X 10°¢
Na 2.65 3.93 0.92 1.07 3.23 3.75
K 1.40 4.86 075 0.86 2.12 2.46
Rb 1.15 5.20 0.70 0.81 1.83 2.15
Cs 0.91 5.63 0.64 0.75 1.58 1.83
Cu 845 2,67 1.36 1.57 7.00 8.12
Ag 585 3.02 1.20 1.39 5.48 6.36
Au 590 3.01 1.20 1.39 531 6.39
2 Be 242 1.88 1.93 2.23 14.14 16.41
Mg 8.60 2.65 137 1.58 7.13 8.27
Ca 4.60 3.27 111 1.28 4.68 543
Sr 3.56 3.56 1.02 118 3.95 4.58
Ba 320 3.69 0.98 1.13 3.65 4.24
Zn 13.10 2.31 1.57 1.82 9.39 10.90
cd 9.28 2.59 1.40 162 7.46 8.66
3 Al 18.06 2,07 1.75 2.02 11.63 13.49
Ga 15.30 2,19 1.65 1.91 10.35 12.01
In 11.49 241 1.50 1.74 8.60 9.98
4 Pb 13.20 2.30 157 1.82 9.37 10.87
Sn{w) 14.48 2.23 1.62 1.88 10.03 11.64

T T T S N O B T T s S S AT PO e
“The dimensionless radius parameter is defined as r,, = ry/ay, where ay is the first Bohr radius and r; is the radius of a sphere that contains one electron,
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Ordenes de magnitud

Densidad electronica (libre) N/V

10*2 cm™

Radio que ocupa 1 e

1 a 6 radios de Bohr (0.53 A)

Vector de onda de Fermi &z

105 cm! ~ A

Velocidad de Fermi vr

103 cm/s ~ 102 ¢

Energia de Fermi €,

1-15eV

Temperatura de Fermi
Tr=¢lky

1-16 x 10* K

La densidad de estados es ¢l nimero de estados por unidad

de energia.

numero de estados con
energia entre £y E+dE

dN=D(E)dE

numero de estados con
energia entre £,y E

E,
szfD(e)de
E

1

Relacion inversa

_dN(E, E)
- dE

D(E)

pag. 10/16
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Usando la relacion

312
2me,

4 JE V -

F F_3T[2

N(ex)=

aplicada al nimero de estados con energia menor que £

N(E)=N(E,=0,E)=" 1=
371 R

3/2

2mkE
h2

)

obtenemos la expresion

Dum:mVUﬁ:QE) %4

dE C2m

2m

3/2E1/2 3N<E>
h2

2F

Capacidad calorica del gas de electrones

Este es un de los problemas que ocasiond difiultades en la
teoria del gas de electrones como particulas clasicas, y uno de
los éxitos iniciales de la teoria cuantica.

Segun el teorema de equiparticion de la mecénica estadistica
clasica cada grado de libertad tiene una energia kz7/2 .
Entonces la capacidad calorica del gas de particulas clasicas
es

clasica 3
o =S Nk,

Las determinaciones experimentales contradicen lo anterior.
Era un gran enigma, porque la conductividad eléctrica era
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bien explicada.

La funcion de distribucion de Fermi explica cualitativamente
el hecho experimental. Si se grafica

D(e)

Density of orbitals, relative scale

De la figura anterior se puede razonar que al calentar el gas
de electrones desde 0 K, la cantidad de electrones que se
excita estd da dada por las areas 1 o 2 (son iguales). La
fraccion de electrones que aumenta su energia es
aproximadamente 7/Tr, y el aumento de energia es del orden
de k3T, Entonces, la energia térmica es crudamente
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T
UeZNNT—FkBT

y la capacidad calorica es

oUu, 1 T
=—*~—_—Nk,— .
‘- or 2 °T,

Dado que 7~10* K , para condiciones ambientales, la
capacidad caldrica es 10° veces menor que la prediccion
clasica.

La energia de excitacion térmica es

AU=U(T)-U(0)=

0%8

D(e)f(e)a’e—:])i D(e)de

Desarrollando matematicamente esta expresion (véase el
texto de Kittel) se llega a la expresion
1
CeZZEthD(eF)kéT .

La expresion anterior es valida aunque los electrones no sean
libres (modificados por un potencial periddico). Utilizando la
relacion particular para los electrones libres

V

D(e)zﬁ

3/2

2m 1/2

hZ

y se obtiene
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Loy, T

cdzzn?NkBTF T,.=¢,lk,

Hechos experimentales

Sumando la contribucion de las vibraciones de la red, el calor
especifico de los metales es

C=yT+AT’

Es conveniente graficar los resultados experimentales como
C/T vs T". Asi

C 2
—=y+AT
T
3.0
w | CIT=208 + 25712 e
3 = Potassium ._,..-—-."’.
*--E_ B ——./.‘
= 25 o
.E B . 'K J -
g: E/I‘.‘. )
00 | I
0 0.1 0.9 0.3
T2 in K2
El coeficiente tedrico es
2 2 2/3
1 » 1 TNk 2 o m |4
Y==—TU Nky—= =Nk
2 T 2 Bp2l 32
F €r A \3n°N

El resultado tedrico reproduce el orden de magnitud del
resultado experimental, pero el valor exacto es mas bien
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malo. Es comun definir la masa efectiva térmica segin la
proporcion

Mem_  Y(observado)

m 7y (electrones libres )

Existen tres efectos fisicos que justifican una masa efectiva
diferente a la masa del electron libre.

1. La interaccion del electron con el potencial periddico de
la red cristalina rigida.

2. Distorsion de la red en la vecindad de un electron. El
movimiento del electron requiere distorsionar la red al
paso, lo cual incrementa la masa efectiva. Esto es el
polarodn.

- S, S, W,

| | |
g

_?F__ n
9 0 9

3. Interaccion electron-electron. Reaccion inercial del gas
de electrones circundante. Aumenta la masa.

Fermiones pesados. Se han descubierto compuestos metalicos
donde la capacidad calorica electronica es dos o tres ordenes
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de magnitud mayor que la usual. Se ha sugerido que los
electrones f de estos compuestos pueden tener masas
inerciales tan altas como 1000 m.

Posible tema de proyecto. La masa efectiva. Teoria y
medicion.



