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Semana 5. Electrones en potenciales periodicos. Bandas de
energia

Bibliografia:

Introduction to Solid State Physics, 8" edition, C. Kittel.
Capitulo 7.

Solid state physics, Grosso y Pastori Parravicini. Cap. 1 y 5.
Solid State Physics, Ashcroft y Mermin.

Ecuacion de Schrodinger de los electrones del cristal

Modelo 1-D

_22
dy

Lk (U x)- E)(x)=0.

Por ser una funcion periodica es valida la expansion

27

_ iGx _ <t
U(x)—%UGe , G=n »

Las soluciones se proponen en la forma
wk<x)zz C<G>ei(k+G)x:eika C(G)eti
G G

Sustituyendo en la ecuacion de Schrodinger
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2

La sumatoria segunda se puede reordenar

2 UsC(G)e el = 3 U o C(G)e" "

G,G!l

=Y U, ..C(G")e™

G,G'

h2

iGx i(G+G')x —
- C(G)e +Z U, C(G)é =0.

—(k+G)—E

Quedando la ecuacidn

iGx
D€

G

h2
2m

—(k+G)-E|C(G)+D Uy C(G')

G !

=0.

Dado que €'“* forman un conjunto base, y por tanto
linealmente independiente, sus multiplicadores son nulos

h2
2m(k+G +Z U, .. )=0.
0 equivalentemente
2
Z 2m<k+G> —E 6G,G’+UG—G' C(G’):O
G'

Esta es una ecuacion matricial, de dimension infinita, que
podemos desplegar de la forma
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AE, ;, U, U, u, ..|/C(-G,
U AE, U, u, .| c(o) 0
U, U AE., U, .| C(G)
U, U, U, AE.,; -||C(2G))
donde U,=U;=U,; vy
27t W (k+G)
G1:7: AL =€, 6tUg—E, €= m

Si el potencial es 0, la matriz es diagonal y las soluciones son
E=¢,.q, C(G)=0; ¢ wlx)=e "o

Notemos que lo anterior son infinitas soluciones, dado que la
matriz es infinita, y son las soluciones de electron libre con
momento k+G,. Para no repetir soluciones, se restringen los
valores de k
_ E < k < E
a a

Puede usarse cualquier celda unidad de la red reciproca. En
este caso hemos seleccionado la primera zona de Brillouin.
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En la siguiente figura podemos ver la transformacion de
representacion de la energia vs k .

First ha
L. &

o
Second  Fj) ;
First 2one  Second [ First zone-+]
{t)
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: Tt K2 T2
S1 k=; entonces € =€ =75 |
AL, 0 0 0 -||C(-G,)
0 AL, 0 0 .|| €(0) ~0
0 0 AE . q 0 C(Gl) N
0 0 0 AE,,s --||C(2G))

y la solucion es
E:Ek’ w(x): C(O) ei(n/a)x+c (_Gl)e—i(n/a)x
cualquier combinacidon de C(0) y C(-G) es valida.

Ahora consideremos k#m/a e introducimos un potencial
periddico débil, que cumple

Ul <]e,— €44l
Encontremos como cambia la energia €, . La teoria de

perturbaciones de 2do orden da la energia

U 2
E=¢,+Uy+ >, €| d|

—c
G20 k k+G

Diferente es el caso cuando £ llega al borde de zona k=m/a
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En orden 0, la funcion de onda es dada por

1|)<X):C(O)ei(n/a)x‘FC(_Gl)e_i(n/a)x

AEk—Gl U_1 U_2 U_3 C(—G1>
U, AE, U, U, C(0) —0
U, U, AEk+G1 U_, 0
Us U, U, AEk+2G1 0

o simplemente

ANE_,, U_ |[C(-G)) 0
Ul A Ert/a C<O>
de donde se obtiene (suponiendo U,=U.,; por simplicidad)
E=ey,+Uy—|U\|, ¥ (x)zei(n/a)x-l—e_i(ﬁ/a)x

(n/a)x_e—i(n/a)x

E=c_, +U,+|U,|, v(x)=¢€

Se aprecia que aparece un gap proporcional al potencial.

Los estados de energias €/,.,6, €4 (as1)g, SON tambicn
degenerados y entre ellos se abre gap E,=2|U,,,| -

La aparicion de gaps y bandas prohibidas es caracteristica
de los estados del electron en potencial periddico.
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Recordemos la forma de la funcion de onda

wk<x>:Z C(G>ei(k+G)x:eikxz C(G)eti
G G

como %C(G)eti es el desarrollo de Fourier de una

funcion periddica, la funcion de onda del electron se puede
representar en la forma

wnk(x):e

El resultado anterior se llama teorema de Bloch. El indice n
sirve para enumerar las energias correspondientes a un valor
de k. Aqui lo hemos demostrado de una forma operacional, es
decir, esta suposicion permite obtener soluciones de la
ecuacion de Schrodinger en potencial periodico. El teorema
de Bloch establece las funciones de onda se pueden escoger
en la forma dada y que forman base del espacio de Hilbert. En
el texto de Ashcroft & Mermin se puede ver la demostracion
rigurosa.

““u (x), donde u(x+a)=u(x)

En redes tridimensionales,
Vp (r)=e""u (r), donde u(r+T)=u(r)
Forma alternativa

P, (r+T)=e""y, (r)
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,Qué valores que puede tomar k?

Similarmente al modelo de electrones libres, se consideran
condiciones de frontera periddica en un paralelepipedo de
lados N,a,, N,a,, N,a, , donde N; son numeros muy
grandes, fisicamente del tamafio necesario para representar un
cristal macroscopico.

ik-(r+N,a,) _ ikr

wnk(r+Niai>:wnk(r><__>e —€

La condicion de periodicidad de e'*" definida por los

vectores N,a,, N,a,, N,a, se satisface si k pertenece a una
“red reciproca” de vectores b,/N,,b,/N,,b,/ N, . Entonces

n,
N,

n,

k=
N2

Ny
b,+—b,

b, +
1 ]\]3

Los numeros n; son obviamente enteros. Es facil demostrar
que se puede restringir k a los vectores que estan dentro de la
primera zona de Brillouin, o dentro de cualquier celda unidad
de la red reciproca. Consideremos k en la primera zona de
Brillouin y el estado de indice k+K .

wn,k+K<r>:ei(k+K).r un,k+K(r):Z C<G)€i(k+K+G)'r
G
sea G'=K+G y C(G)=C(G"-K)=D(G"), reescribimos

wn,k+K<r):Z D<G’)ei(“G')‘r:eik.r’:‘n,k(”)
T
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Lo que hemos demostrado es que un estado P, . .(r) se

puede representar exactamente de la misma forma que un
estado 1, ,(r) . Los coeficientes D(G") que definen la parte

periddica i, ,(r) se obtienen de la misma ecuacion

2

G !

2

hi >
— —E
2m(k+G)

8 ¢ +U¢_g |C(G')=0.

La condicion de restringir los vectores k en una celda unidad
de la red reciproca se escribiria

n,
N,

n n
b,+—=b,+—

k= Rl
N, >N,

b, con n,=0,1,2,..,N,—1

Alternativamente, se puede restringir a la primera zona de
Brillouin, que también es un volumen de celda unidad

n, N N,
Ny

Ly

N,

Mo

N,

k=—0>b+—b,+—b; con ——<np,<—

2 2

El nimero de puntos k& admisibles es Ny = N; N, N;, o sea,
igual al numero de celdas del cristal.

El gran aporte de las condiciones de frontera periodicas y del
teorema de Bloch radica en dividir el célculo del enorme
numero de estados de un cristal en bloques mucho menores.
Sin esta division, la matriz secular tendria dimensiones del
orden del nimero de Avogadro, y seria imposible de resolver.

Cada k se corresponde a 2 estados de espin. Entonces cada
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banda de energia (banda n) admite 2N, electrones. Si los
atomos de la celda primitiva (la base) suman un nimero par
de electrones, es posible que las bandas esten totalmente
llenas o totalmente vacias. Estos son aislantes.

Si los atomos de la base suman un numero impar de
electrones, entonces hay al menos una banda parcialmente
llena. Esto es un metal.

(Por que si las bandas estan llenas no puede haber corriente
eléctrica?

Los campos electricos habituales son muy pequefios para
alterar la estructura electronica. Son pequefios en
comparacion con los campos propios del solido. Entonces
solamente pueden producir transiciones con un cambio muy
pequefio de energia, muy inferior a los gaps. Como todos los
estados accesibles estan ocupados (o desocupados), no se
produce ningiin cambio en el estado electronico.

En algunos casos se produce traslape entre dos bandas por las
cuales pasa el nivel de Fermi. En este caso se producen dos
bandas con llenado parcial y el solido es metal. Esta es la
situacion (b) en la siguiente figura.

Los metales alcalinos y los metales nobles tienen un electron
de valencia por celda primitiva. Por eso son conductores, y es
la situacion (¢) de la figura.
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Fne rgy
Energy
Energy

SYE

Los metales alcalino-térreos tienen dos electrones de valencia
por celda primitiva. Podrian ser aisladores, pero las bandas se
traslapan (situacion b) y son conductores, aunque no muy
buenos.

El diamante, silicio y germanio tienen dos atomos de valencia
4 en cada celda primitiva. Las bandas no se traslapan, asi que
se llenan totalmente y los materiales son aislantes.
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Algunas propiedades a demostrar con estudio individual

Para un volumen contenido en el paralelepipedo con lados
definidos por los vectores, N,a,,N,a,,N;a,, Yy
condiciones de frontera periddica, las siguientes funciones
forman un conjunto base ortonormal

1 I r
k+G<r>:We(k+G) ) V:|a1-a2><a3|
n n n
k=—tb+-—2b,+—b

N, "' "N,? N,

G=m b,+m,b,+m,b,

La condicidon de ortonormalidad es

f¢2'+G'(”>¢k+G<")dV:6k,k'6G,G'-

Las funciones de Bloch

wnk(”):; an(G)q)nk(r)

cumplen la propiedad de ortonormalidad

fw;k'(r)wnk<r):6nn’6kk’ Si ; an<G)Cn’k(G>:6nn’
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Se puede escribir la funcion de Bloch en la forma

ikr

m”nk(”):

P, ()= con N=N N,N;

Con la defincidon previa la condicion de ortgonalidad de la
parte periddica es

funk (r)dQ=38 . donde Q=|a,-a,Xa,|

La relacion de normalizacion se puede expresar en la celda
unidad gracias a la periodicidad de las u. Si se expresa en el
volumen de todo el paralelepipedo habria que incluir el factor

1/YN en las funciones u. Obviamente, expresar la
normalizacion en la celda unidad permite obtener propiedades
independientes del volumen del sélido.

Notese que la ortogonalidad entre funciones de Bloch para
diferentes k se garantiza unicamente por el factor
exponencial, mientras la ortogonalidad de la parte periddica
se da entre funciones u,x con el mismo k.

Demuestre las propiedades anteriores. Si no lo puede hacer en
tres dimensiones, considere un cristal unidimensional de
longitud L=Na . Esto deberia hacerlo sin problemas, y
despues puede extender la demostracion a 3-D.
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Aproximacion de enlace fuerte (tight binding)

Previamente habiamos considerado la aproximacion de red
vacia, a la cual se le agregd posteriormente un potencial
periddico débil. Ahora vamos a considerar una situacion
opuesta. Consideremos un cristal unidimensional formado por
atomos cuyos electrones estan enlazados fuertemente.
Consideraremos que la interaccion con los atomos vecinos
perturba débilmente los estados atdmicos.

Sean

R =na las posiciones de los atomos
¢, (x—R,) orbital atomico p del dtomo situado en R,.
E, La energia del nivel atobmico p .

Por falta de tiempo consideremos el caso mas simple, cuando
el nivel p es no degenerado. El orbital es una funcion real en
este caso.

Denotemos las siguientes integrales y aproximaciones

<¢M(x—Rn>|H|¢u<x—Rn>>=Eo

(¢ (x—R,)|H|§,(x—R,..))=Y
(¢ (x—=R,)[H|p,(x—R,.,))=0 si p>1

(9, (x=R, "N, (x—R,))=8,,,

I S I
donde H——EV +V(X)——ﬁv +% V. (x—R,)



Apuntes de clase : Introduccion a la Fisica del Estado Solido pag. 15/25

Los estados del cristal (funciones de Bloch) se pueden
construir en la forma

1 i
:WZ e, (x—R,),

con k€ 2 i:—£+1,....,ﬁ
a N’ 2 2

Es muy facil demostrar que la funcién anterior es una funcion
de Bloch escribiéndola en la forma

Wk x \/72 e (x_Rn)’

La sumatoria es una funcion periddica si se suma sobre los
infinitos puntos de la red. Note que para cuantizar los k,
consideramos condiciones periddicas

Y, (x)=y,(x+Na), con N>oo.

Hll)k \/‘Z ZkRHq) x R)

—Ell)k EZ \/—(]) X R)
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multiplicamos por ¢ (x—R, ) e integramos

Z e (¢, (x—R,)Hl|¢,(x—R,))
—Ze’” (x—R,,)lb, (x—R,))

usando las propiedades de ortogonalidad y los
elementros matriciales supuestos al inicio, obtenemos

2 (Egd,,+¥d, u)e =2 "0,

n n

Eoe "’—|—ye k(R, +a)+yeik(Rm—a):EeikRm

pues R ., =R _=+a . Simplificando los exponenciales se
obtiene

E(k)=E,+2ycoska.

Ta 0 n/a

Notese que y<0 (puede demostrarse considerando que
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el potencial periodico es atractivo)

El ancho de banda es 2|y|, un concepto utilizado
frecuentemente  para entender las  tendencias
cualitativamente.

S1  expandimos el coseno en potencias de ka,
obtendriamos
(ka)"  (ka)’

E(k)=E,+2y|1- ST

El término cuadratico se puede expresar en la forma
(ka)’ Bk’
2 2m’

2|y|

m™* se conoce como masa efectiva. Se puede definir de
forma independiente a la ley particular aqui obtenida
1 _1d°E
m(ky) h° dk*|
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Veamos un diagrama de bandas de un material real. El
siguiente corresponde al silicio

Charor” Gavios)

(&)

Cuuamain

LASERENARY.
COQUIMBO{ IR =y

~._ CHIE
=) LW S

ENERGY (eV)

L A r A X UK z r
WAVE VECTOR k

Solamente se han graficado las bandas de los niveles
superiores. Veamoslo en la siguiente pagina
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Siatom Bulk Si
A E A E
T— W
45 Mostly 35, 3p T~ /" 7
antibondin - ' -
o g T/\~ 4
Band . , -
3p anggap | “‘"
Mostly 3s, 3p " <
3s bonding TS _'_. Nl
gg 25, 2p bands /,f" ,gf
- q!
P
15 band
1s s ban sp° bonding
, .
Simbolo Orbital E (eV)

Is

-1839

2s

-149.7

2p1/2

-99.8

2p3/2

-99.2
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Aspectos dinamicos de los electrones en las bandas

Momento del electron

d

pu=—ih——(e" uy (x))=e" " (Rk+p)u,(x)

Usando el desarrollo de u
pu,,=p> C(G) =D hGC(G)e'"”
G G
Luego, cualquier experimento que mida el momento
dara uno de los valores

hik+%nG con probabilidad |C(G)] .

Un resultado importante es la velocidad del electron

v(k)=<wnk|£|wnk>=ld’5<k)

hodk
Demo en apuntes manuales.

Dinamica de un estado de Bloch ante un campo
eléctrico uniforme.
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Sea

2

_ P
H=L 1y (x)+eFx, e=
5 Vix)teFx, e=|el

Si en #,=0 un electron estd en el estado v, (x), la
funcion de onda en un tiempo ¢ es

. 2
_L L+V(x)+eFx
2m

P(x,t)=e " ¥(x,0)=e "

Wk()(x)
s1 cambiamos x—x+a

i

n

2
Ly V(x+a)+eF(x+a)
2m

Y(x+a,t)=e

Zp—m+V(x)+eFx) —%eFat )

_L
h

—ei(kO_eFt/h)alp(x ’ a) .

Este estado tiene la forma de Bloch con

Ft
k(t)=ko—=
(1)=ko— <L
Extension a campos variables
dhk
( >=—eF

dt
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S1 se combina este resultado con

dE (k)

1
V(k):<wnk|£|wnk>:% Jk

Obtenemos

dv_d1dE_1d E(k)dk _1d E(k)
dt dttidk h gkt dt h gk’

(—eF)

Recordemos la definicidon de la masa efectiva

1 _1d°E
m(ky) h° dk*|
dv 1
had g —e F
dt m*( e )

El resultado anterior es similar a la ley de Newton, la
fuerza periodica ha desaparecido, su efecto esta
contenido en la masa efectiva.

Este resultado se demuestra con rigor cuando la banda a
la que pertenece el estado de Bloch esta aislada de las
demas, con una separacion energetica mucho mayor que
la energia que le puede dar el campo externo en el
recorrido medio del electron. Como indicativo, calcule
cuanto debe recorrer un electron sin colisiones, para que
la energia dada por un campo F=10* V/cm sea igual a 1
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eV (separacion tipica entre bandas).

leV

X1
eFx=1lelV—-x= © =10"*cm

La teoria rigurosa para estados electronicos en campos

debilmente no periddicos se puede ver en Luttinger y
Kohn, Phys. Rev. 97, 869 (1955). Ahi se demuestra que
s1 un electron satisface la ecuacion

Ly (x)4V,, ()| (x)=E (v

bajo determinadas condiciones admite la solucion

()=, (x) F (x),

donde F(x) satisface la llamada ecuacion de masa
efectiva

2

p
+V(x
Loy, ()

F(x)=(E-E,(k))F(x)

Corriente eléctrica de los electrones en una banda llena
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1=2§k:(—e)v<Lk)=2<_e>lZdE—<k>

L n4 dk

donde L es la longitud del cristal. Note que L/v(k) es el
tiempo requerido para que un electron atraviese el
cristal.

Aunque no lo hemos demostrado, hemos comprobado
en los dos casos vistos que

E(-k)=E(k)

Entonces dE/dk es una funcion impar y su suma sobre
los puntos k de la zona de Brillouin es 0.

]:2<—€) 1 Z dE(k)ZO.

L ns" dk
O sea, una banda llena no aporta a la conductividad.

Esto explica por que en los metales, funciona el modelo
de Drude considerando la densidad » de unos pocos
electrones. So6lo importan los electrones de bandas
parcialmente ocupadas

2
ne t

j=n(—e)v= E=0F,

m
2
_neT

(conductividad).
m
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S1 falta un electron de la banda, en un estado de
momento k;, entonces la corriente neta es
(_e> lllena dE(k)
[=2—— N (- =(+
L a2 g (el =lre)

k

Una banda a la que falta un electron se comporta en la
conduccion de corriente eléctrica como su hubiera una
Unica particula de carga positiva. Este es el concepto de
hueco.

El cambio de momento de toda la banda, a la que falta
ocupa el estado k;, es
dnk) & d(nk) dlhk,)
3 (hk) 3 ( 1

— =elF

. dt o dt dt

El concepto de hueco funciona rigurosamente en
muchos aspectos y en el aspecto formal es similar al
positron. De hecho, éste fue estimado inicialmente
como un hueco en un mar de electrones indetectables en
el vacio, s1 bien este concepto fue superado en la teoria
cuantica de campos.



