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RESUMEN

Se presenta un estudio de la factibilidad y eficiencia de los métodos de diferencias finitas para fa
resolucién de ecuaciones en derivadas parciales. Se resuelven varios problemas tipicos det
electromagnetismo y de la mecénica cudntica, proponiéndose su introduccién en la practica docente.

ABSTRACT
A study of the factibility and efficiency
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La mayoria de las ecuaciones en derivadas par-
ciales que describen fendémenos fisicos no tienen
soluciones analiticas debido a la complejidad de las
fronteras o a las caracteristicas de la propia ecua-
cion en los casos de fronteras separables. Ante esta
realidad el enfoque de |a era preinformatica consistia
en idealizar el problema: considerar fronteras de alta
simetria (circulos, cuadrados, etc), linealizar las
ecuaciones o despreciar algunos términos molestos,
siempre intentando no perder la esencia de! fené-
meno estudiado. Aun en la era de los ordenadores
portatiles y la Internet, este enfoque se utiliza con
excelentes resultados en la ciencia y la tecnologia.
Sin embargo, hay situaciones en que no es posible
simplificar el problema. En otras’ ocasiones, se pre-
tende refinar los resultados obtenidos mediante los
modelos simples extendiendo asi las fronteras del
conocimiento. Otras veces se estudia un conjunto de
ecuaciones que se diferencian poco entre si y se
busca encontrar la ecuacion que describe optima-
mente el sistema investigado. En estas circunstan-
cias, encontrar la solucién analitica de cada ecua-
cién, aun cuando es posible, demanda mucho tra-
bajo y resulta ventajoso disponer de un método nu-
mérico que permita evaluar las soluciones rapi-
damente y escoger la ecuacion que mas convenga.
La solucién de esta ecuacisn optima, puede enton-
ces refinarse o expresarse en forma analitica.

En los curricula de las especialidades universita-

rias de Fisica en Cuba se aprecia una ausencia casi
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of finite diference methods to solve partial differential equations is
presented. These methods are illustrated in the solution of
quantum mechanics. The introduction of these methods in te

typical problems of electromagnetism and
aching is proposed.

total de entrenamiento en métodos numeéricos, los
cuales son incorporados al bagaje cultural del estu-
diante generalmente en los trabajos de curso y
diploma, mas de manera fragmentada e incompleta.
Una razon para esta deficiencia es la tradicional
escasez de medios de cémputo potentes; otra, Ia
falta de tradicién "numérica” en nuestra comunidad
fisica. Sin embargo, el acelerado desarrollo de los
ordenadores personales y de.las redes de computo
posibilitan el replanteo del problema. Asi, nos hemos
propuesto evaluar la factibilidad de introducir
algunos problemas en la practica docente, que
involucren la solucion de ecuaciones en derivadas
parciales. Hemos escogido las ecuaciones de
Laplace, Poisson y Schrodinger, con varios tipos de
fronteras, y ias hemos resuelto mediante el método
de diferencias finitas.

En el método de diferencias finitas, para resolver
numéricamente una ecuacion diferencial es necesa-
rio discretizar el problema, es decir, buscar ia solu-
cion en un conjunto finito de puntos y aproximar
nuestra ecuacion diferencial por relaciones algebrai-
cas que cumplen los valores de la funcién solucion
en estos puntos. A estas relaciones se les da el
nombre de ecuaciones en diferencias finitas. Por
ejemplo, si se considera una malla cuadrada x, = ih,
y = jh (ij = 0,1,.. N}, siendo h la distancia entre
puntos sucesivos, puede demostrarse que el lapla-
ciano de una funcién u(x,y) se aproxima con exacti-
tud hasta términos o(h*) por la expresiéon en diferen-
cias [1-4]
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Consideremos el .caso simple de la ecuacion
de Laplace en un dominio cuadrado (x,y): 0 <x < a,
0 <y < a, con la funcién u{x,y) tomando ciertos valo-
res en la frontera. Para resolverla en diferencias
finitas se define una malla cuadrada con h = a/N.
jgualando a cero el miembro derecho de la expre-
sion (1) para todos los puntos interiores (0<i,j<N) se
obtiene un sistema de (N-1.)2 ecuaciones algebraicas
siendo las incégnitas u(x,y;) con 1< i, j<N-1. Los
valores de u{x;y;) cuandoi= 06N &j=006 N estan
filados por las condiciones de frontera.

En general, trabajaremos con una ecuacion de la
forma
L({u} =1, ()
donde L es cierto operador diferencial lineal y homo-
géneo, u la funcién incognita y f cierta inhomogenei-
dad. Denotaremos' por L(u);; el operador discretizado
actuando sobre la funcién, obtenido reemplazando
las derivadas por sus aproximaciones en diferencias
finitas' [2] en una malla cuadrada: Denotemos
también u(x.y;) = u; ¥ f(x.y;)) = fi;. Esta Ultima la con-
sideraremos cuadrada, es decir, x, = ih, y; = jh
(ij=1,...,N-1). Las ecuaciones discretizadas quedan

L(u)i,j = fi«i B (3)

Trabajaremos con condiciones de frontera de
Dirichtet; es decir, que estan dados los valores de la
funcién en las fronteras. Como puede suponerse de
las notaciones, los problemas - considerados son
bidimensionales, pero la extension a tres o mas
dimensiones es simple. Tambien es facil modificar
las condiciones de frontera para tratar problemas
mas especificos.

Las ecuaciones discretizadas forman un sistema
de ecuaciones lineales que tiene como incégnitas
fas u; y puede resolverse por diversos métodos
del algebra lineal. Debido a la gran cantidad de
incognitas, los métodos directos, como el de Gauss,
'no son viables [5]. Por esta causa usualmente se
emplean métodos iterativos, que -requieren menos
memoria RAM. i

En este trabajo empleamos dos métodos para
resolver iterativamente las ecuaciones diferenciales:
Sobre-Relajaciones Sucesivas (SRC) y Multi-Malla
Total (MMT) (Successive Over-Relaxation y Full
MultiGrid en 1a literatura angloéfona predominante).
La programacién de estos métodos se realizd en
lenguaje FORTRAN con el compilador GNU Fortran
77 de Linux, con base en las rutinas sor.f, mglin.fy

2. DESCRIPCION DE LOS METODOS
2.1 Sobre-Relajaciones Sucesivas

En general, los métodos de relajacion consisten
en iterar a partir de una aproximacion inicial,
corrigiendo en cada iteracion segun la ecuacion (1)
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En dependencia del valor del parametro o se
habla de relajacién (w =1), sub-relajacién (o <1} o
sobre-relajacion (o > 1). La sub-relajaciéon se emplea
cuando la naturaleza de la ecuacion produce
problemas de convergencia. Cuando estos no exis-
ten, la sobrerelajacion conduce a una mejora en la
velocidad de convergencia. Existen otros detalles
técnicos para acelerar la convergencia, que
referimos a la literatura {1].

2.2 Multi-Malla Total

Este método se basa en la utilizacion de varias
mallas de diferente espaciamiento h (y por tanto
diferente niumero N de puntos). :

Escribamos nuestra ecuacion en diferencias finitas
para una malfa de espaciamiento h

G

Lh_uh_ = fh..

En la ecuacion anterior hemos omitido explicita-

_mente los indices i y j para no hacer engorrosa la

lectura. Sea {, cierta aproximaciéon a la ecuacion

anterior y denotemos por u, su solucion exacta. El

error o la correccion en Gy, sera; :

CVh = Uy - l:lh (6)

E! residuo o defecto, dada la linealidad dei opera-
dor, estara dado por :

A = Laln - fo = - La(Un - On) = - LaVa (7)

En lugar de resolver para vy directamente, restrin-

gimos nuestra ecuacién a una malla mas gruesa,

de espaciamiento-H (tomaremos H = 2h), utilizando

un operador lineal de restriccion R [1]. Esto significa’
trabajar con la ecuacién Lyvy =-dy, -donde

“dy = Rdyp. Entonces se halla una solucién vy y se

ran0.f del paquete Numerical Recipes 2.0. Los

calculos se realizaron en un microprocesador
Pentium Il a 233 MHz.
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prolonga esta solucion a la malla fina mediante un
operador lineal de prolongacion P: vp = Pvy. Final-
mente calculamos una nueva aproximacion:

Gpeeve = Gy + v,

(8)




Se agrega en la malla fina, antes y después del
proceso descrito, cierto nimero, por lo general uno o
dos, de iteraciones de relajacion.

Hasta aqui solo se han utilizado dos mallas, pero
el proceso puede extenderse de manera casi trivial a
un numero mayor de mallas, resolviéndose exacta-
mente la ecuacién en la malla mas gruesa que se
utiice. En esto consiste el método MMT, cuyo
esquema general a grosse modo se muestra en la
Figura 1. Con la seleccion H = 2h los tamafios de
maila posibles estan determinados por la relacién

N=241,conM=1.2,...

Se parte de la malla mas gruesa E donde se
resuelve la ecuacion en diferencias finitas exacta-
mente o mediante el método SRS. A partir de aqui,
subir implica pasar mediante interpolacion a una
malla mas fina (h = H/2) y bajar resulta en la restric-
cion a una malla mas gruesa (H = 2h). En cada S se
realizan varios pasos de relajacion. Notese que no
se relaja hasta obtener convergencia, hemos usado

tipicamente 5 pasos. Finalmente, se obtiene ta
solucion en la malla de espaciamiento minimo. EI
proceso descrito, el paso desde la malla mas fina a
la que se ha llegado hasta la mas gruesa y de vuelta
a la mas fina, se conoce como ciclo en V. El interior
del rectangulo en fa Figura 1 indica uno de estos

ciclos. -El tamafo de las V se va aumentando hasta

llegar ai tamafio de malla que se desea. El calculo
se optimiza mediante un parametro: el nimero de
ciclos en V de cada tamario, que es igual a 2 en la
Figura 1. Obsérvese que la ventaja del método pro-
viene de resolver {a ecuacién en una malla de menor
numero de puntos, lo que se revierte en mayor rapi-
dez. Los operadores de prolongacion P y restriccidn
R que utilizamos corresponden a lo que se conoce
como interpolacidon bilineal y de pesado medlo
respectivamente.

Como aproximacion inicial, si la ecuacién o las
- condiciones de frontera no son homogéneas, se
pueden tomar u;; = 0. Por lo general la malla mas
gruesa E (Figura 1) se toma de N = 3 porque la so-
lucion exacta a la ecuacion en diferencias finitas es
aqui inmediata.

2.3 Modificacién para el problema de autovalores
de la ecuacion de Hemholtz

Veamos ahora el caso de la ecuacion de
Helmhpltz
_ 2
'L—V + &, (9)
f=0

siendo e el autovalor, que toma valores discretos
cuando se imponen condiciones de frontera en un
dominio acotado.
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El metodo de solucién consiste, en rasgos gene-
rales, en darle un valor al parametro e y obtener una
aproximacion para la funcién incognita; luego, esta
aproximacion se usa para actualizar el valor del
paréametro y se repite ¢l procedimiento. Esta serie de
aproximaciones sucesivas nos lleva a la obtencion
del autovalor y la autofuncién correspondiente, Lo
que hemos descrito funciona bien para el menor
autovalor, pero no basta para obtener las soluciones
de los demas autovalores. Recordemos, sin embar-
go, que las autofunciones correspondientes a auto-
valores diferentes son ortogonales, y que aquellas
que corresponden al mismo autovalor en caso de
degeneracién pueden escogerse siempre de manera
que sean ortogonales [3,4]. Resulta claro ahora que
despues de obtener la primera solucién debemos
intercalar en cada ciclo de actualizacién del
parametro y ta funcién un pasc de ortogenalizacion
segun el método de Gram-Schmidt respecto a las
soluciones ya obtenidas.

Para la ecuacion de Helmholtz el parametro se
actualizarfa segun la ley

(10)

La ecuacién anterior se obtiene multiplicando la
ecuacion (3) (con L y f dados por (9)) por Ziju'-i y

despejando e. Si ya estan calculadas K autofuncio-

nes v, k = 1,2,..K, ortogonales entre si, y hemos
obtenido una aproximacion u;; para la autofuncién
K+1, el método de Gram-Schmidt indica reemplazar.

esta aproximacioén por

(11)

donde

1 N
{uiv) E-I\-I;Zui'j : (12)
ij=1

es el productc escalar. Es conveniente normalizar
las autofunciones v a medida que se van obtenien-
do pues asfi no se pierde tiempo calculando ni se
necesita almacenar los valores de la norma de
estas funciones para utilizarlos en el proceso de

ortogonalizacion.

Debemos decidir en qué momentos del proceso
de solucion actualizar el valor del parametro y forzar
la ortogonalidad de las funciones. En el método SRS
se pueden hacer ambas operaciones después de
cada iteracion de relajacion o cada cierfo nimero
pequefio de las mismas para ganar en velocidad. En




el caso del MMT la situacion se complica un poco.
Nosotros hemos escogido para realizar las actuali-
zaciones del parametro e, el momento en que se
esta trabajando en la mafla més fina a la que se
haya llegado en cada V, tal como se indica en la
Figura 1. La ortogonalizacion se aplica después de
cada relajacion siempre que la misma cambie 1a
funcién de manera apreciable, lo que se expresa en
una comparacién de las normas de la variacion y de
la propia funcion.

Como aproximacién inicial a las funciones u;; se
dan valores aleatorios a las mismas excepto en las
fronteras, - donde deben anularse. Es necesario
hacer en el MMT una variacién respecto al caso de
"las ecuaciones de Poisson y de Laplace. En estos,
la malia mas gruesa E (Figura 1) se toma de N=3
‘porque la solucién exacta a la ecuacion en diferen-
cias finitas es aqui inmediata. En el caso del pro-
“‘blema de autovalores y autofunciones se buscan
varias funciones con simetrias diferentes y ortogo-
nales entre si. Cuando se esta calculando la n-esima
autofuncion, 'a malla mas gruesa debe ser capaz de
conservar la ortogonalidad respecto a las n-1 auto-

funciones calculadas previamente. Por estarazon es -

imposible partir de la-malla de N = 3, dande solo hay
un punto que no es frontera. La solucién a esta si-
tuacion es modificar el esquema de la Figura 1 co-
menzando no desde el nivel mas bajo E, sino desde
cierto S con un grado suficiente de resolucion; no-
sotros comenzamos en nuestros calculos en N = 9.
Esta. seleccién nos permitié obtener los 10 primeros
autovalores y autofunciones. Para calcular un name-
ro mayor de autoestados es necesario aumentar

N =2 41 para preservar |a ortogonalidad.

3. APLICACION DE LOS METODOS
Y RESULTADOS

3.1 Ecuaciones de Laplace y Poisson

Considérese e! problema de hallar el potencial
electrostatico en una regién cuadrada libre de
cargas, conociendo gue el potencial toma en cada
arista valores constantes. Esto es un problema de
Dirichlet para la ecuacion de Laplace. En este caso
sencilio se puede obtener la solucion analitica como
una serie de Fourier. La solucion, obtenida mediante
el método de MMT y una malla fina de N = 129 se
muestra en la Figura 2 a). Comparando el resultado
de diferencias finitas con el resultado analitico en-
contramos que en términos de la norma de las
funciones, la solucion numeérica es exacta hasta un
0.04 %. '

Otro ejemplo clasico es el caso de una elipse
conductora colocada en un campo exterior uniforme
‘vidimensional, o lo que es igual, un cilindro de base
eliptica en un campa uniforme en tres dimensiones.
Para hallar el campo eléctrico en la vecindad de la

elipse se necesita resolver la ecuacion de Laplace’

en el exterior de la elipse, la condicién de contorno
es que en puntos infinitamente alejados de la elipse
el campo eléctrico se uniforme. En la practica,
hemos resuelto la ecuacion de Laplace en una
regién cuadrada cuyo lado es el tripio del eje mayor
de la elipse, imponiendo la condicion de. potencial
constante en los lados perpendiculares al campo
y potencial lineal en los lados paralelos al campo
externo. Este es un caso en que la solucién analitica
es muy complicada, pero para el método numeérico
no representa dificultad. Las curvas equipotenciales
se muestran en la Figura 2 b). '

En la Figura 2 c) se muestran las lineas equipo-
tenciales en un capacitor de seccion cuadrada. En
este caso la solucion analitica es muy compleja,
pero se resuelve facimente con el meétodo NUMErico.
Usando la expresion en diferencias para el gradiente
del potencial se puede calcular la densidad de carga
en las placas del capacitor o=+tVufs;, que se

muestra en la Figura 2 d). Integrando o se puede
calcular la carga total y con esto, la capacidad del
condensador.

A continuacion presentamos un estudio de la velo-
cidad de calculo para los distintos métodos. Hemos
tomado como banco de prueba el primero de los
problemas resueltes. En la figura 3 se muestra el

tiempo de célculo en funcion del tamafio de la malla..

Se aprecia que en ambos el tiempo es una funcion
potencial del tamario de malla. En general, el SRS

" es mas lento que su analoge MMT y que el tiempo

de calculo para el mismo aumenta mucho mas con
el tamafio de malla: en el SRS se tiene aproximada-
mente una proporcionalidad con N® frente a una
proporcionalidad con N? para el MMT. Se necesitan
tiempos de calculo del orden de un ‘minuto para
obtener una solucion en el MMT con una malla de
N = 1025, mientras que en ei SRS esto ya ocurre
con N = 301. Para N ~ 300 el MMT consume
60 veces menos tiempo. No obstante, el SRS tiene
la ventaja de requerir menos memoria y ser de méas
facil programacién y adaptacion a un problema
concreto. :

3.2 Ecuacion de Schrédinger

Consideremos la determinacién de los estados
estacionarios y niveles energéticos de una particula de
masa m que se mueve libremente en cierta
regién S del plano, confinada por una barrera de
potencial infinita. O sea, precisamos resolver la
ecuacion

hz
(»-_-—V2~—E]‘P(x,y)=0 (13)
2m

con la condicion ¥ =0 en la frontera de S. Si se

introduce 1a magnitud e = 2mE/A?, la ecuacion (13)
adopta la forma tipica de la ecuacion de Hemholtz
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Vu+e u=0, (14)

Hemos considerado tres tipos de regiones: cua-
drada, circular y eliptica.

En el caso en que S es um cuadrado de arista a es
facil hallar las soluciones analiticas

FralX ¥} = 2 sin (n—mesin [ﬂJ
° ° (15)
a2
€mn = _’(m2 + nz),
a

donde m y n son nUmeros naturales o 0. Esta soiu-
Cién nos servira para comprobar [a efectividad del
método numérico.

Para el caso en que la region S es circular de ra-
dio R también resulta facil encontrar las soluciones
analiticas reales

L)

X, r )
i (r,0) = Jv( l‘;" J A sin(vy),
@ _ Xyl o
¥ 0) = J, - B,cos(v8), (16)
12 xﬁ,n

dondev=012.., n=1,., J.(x) son las funciones
cilindricas de Bessel, A y B son constantes de nor-

malizacion de los estados degenerados (1) y (2). X

es el n-ésimo cero de la funcion J, (x).

Hemos realizado calculos con el método MMT en
una malla cuadrada de N = 257. Para la rezgiOn cir-
cular se hizo u;;= 0 siempre que x° + yj22 R*, e! pro-
ceso iterativo se aplicé solamente a los valores Uij
para los cuales x’ + y;* < R La Tabla 1 muestra la
comparacion del resultado numérico y el analitico
para los autovalores de la energia adimensiona-
lizada ea’. Estos valores difieren a lo sumo en un
0.01 %. La Tabla 2 muestra los resultados para el
caso de la region circular. En este caso el error
del calculo numérico es inferior al 0.7 %. Aqui se
obtiene una menor exactitud debido a que Iz frontera
del circulo no coincide en general con fos puntos de
la malla y por lo tanto queda un tanto indefinida,
situacion esta que mejora en la medida en que la
malla tenga mas resolucion. Si consideramos que la
indeterminacion en el radio del circulo esta dada por

V2.h 2

R N-1

o

R

2R 17
= (17)

=Y.
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y sabiendo que exR™ tendremos el estimado
defe = 26/R ~ 0.95 % para N = 257.

Tablal. Comparaci6n de los valores de la energia
adimensional obtenidos por via numérica
con los valores exactos para la regién -

cuadrada.
2 2
m, n % % =m? +n?
T T
1,1 1.99998 2
1,2 4.9999 5
2,1 4.9998 5
2,2 7.9996 8
1,3 -9.9993 10
3,1 9.9993 10
2, 3; 12.9991 13
3,2 12.9992 13
1,4 16.998 17
4.1 - 16.998 17
3,3 17.999 18
2,4 19,998 20
4,2 19.998 20

Tabla 2. Comparacién de los valores de la energia
adimensional obtenidos por via numérica
con los valores exactos para la region

circular.
on ea’ ea’

! (pumérico) | (analitico)
0.1 256 257 :
1.1 64.9 65.2
0,2 1346 1354
2.1 116.6 117.2
1,2 217.5 218.7
0,3 330.9 332.8
3.1 179.9 180.9
4.1 2543 2559
3,2 313.0 3149
5.1 339.9 342.0

En fas Figuras 4 y 5 se muestran las curvas de
contorno de las funciones de onda para los.8 prime-
ros niveles de energia en las regiones circular y
eliptica, respectivamente, Para el caso de la region

circular es interesante notar que las funciones de -

onda de estados degenerados que se obtienen son"
combinaciones lineales de las W) y ¥ las
parejas de estados degenerados en la-Figura 5 son

byyc), d)ye) og)yh). Para obtener los estados .

w{) o W es necesario introducir la simetria en la
aproximacion inicial a la autofuncién. Esto indica
también que la simetria de la malla subyacente no
influye en el calculo: ' ' '

)




[]: Resolucion exacta
de la ecuacion
en diferencias

() : Pasos de relajacion

2 : Actualizacion
del parametro

Figura . Esquema general del método MMT. La actualizacion del parametro e se efectua
s6lo en e! problema de autovalores. El rectangulo indica un cicloen V.

a}

b)

Figura 2. Potencial electrostatice de:

a) interior de un cuadrado cuyas aristas
tienen potenciales constantes
y diferentes entre si,

b) elipse conductora en un campo
eléctrico externo homogéneo,

c)
250 '
i5F
200
1or
150 <
! 3 5F
100 - 3

G\—/

¢) capacitor de seccion cuadrada.

en d) se muestra la densidad superficial
de carga en las placas del capacitor
del inciso ¢) a lo largo de una de
las aristas. '

Figura 3.

Tiempo de calculo en funcién del tamafio de la
malla para los métodos de Sobre-Relajaciones Su-
cesivas (SRC) y Multi-Malla Total (MMT) aplica-
dos al.computo del potencial electrostatico en un
_capacitor de seccion cuadrada.

t{seg)
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Figura 4.
Primeras 8 autofunciones
de la ecuacién de Schridinger

en una region circular,
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Figura 5.
Primeras 8 autofunciones
-de la ecuacion de Schrodinger

en una region eliptica.
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4. CONCLUSIONES

Hemos comprobado la factibilidad de resolver
ecuaciones en derivadas parciales utilizando
ordenadores personales y rutinas comerciales en
FORTRAN 77, Los métodos de SRS y MMT constitu-
yen un buen punto de partida para emprender la bus-
gueda de soluciones numéricas de ecuaciones dife-
renciales. Su implementacién resulta considerable-
mente sencilla y eficiente utilizando las bibliotecas
comerciales. La comparaciéon entre ambos métodos
muestra que el método de SRS es de mas facil pro-
gramacion, pues se basa en una idea mucho mas
sencilla y consume menos espacio en memoria. En
contraste, el método de MMT, aunque mas complejo
de implementar, es mucho mas rapido que el SRS. Ei

tiempo de célculo es proporcionat en el SRS a N® y

en el MMT a N® (N de la malla mas fina). Hemos
presentado una extension del método MMT para re-
solver problemas de autovalores y autofunciones.
Hemos aplicado estos métodos a la solucion de pro-
blemas del electromagnetismo y de la mecanica
cuantica, los cuales son susceptibles de ser incorpo-
rados a la practica docente en la especialidad de
Fisica y afines. Todos estos métodos son extensibles
faciimente a tres dimensiones.
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