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William Goldstone: This is very interesting, but what good is it?

Michael Faraday: Sir, I do not know, but some day you will tax it.
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Capítulo 1

Introducción

Sin duda alguna la revolución tecnológica de la humanidad en la segunda mitad del siglo XX
está ligada estrechamente al desarrollo de la ciencia y la tecnología de materiales. Dentro de
esta rama, los materiales electrónicos han marcado el paso y en los años 80 uno de los prin-
cipales indicadores de desarrollo, la producción de acero, fue sustituido por la producción de
silicio. La investigación y caracterización de los materiales sólidos es una tarea compleja que
requiere aparatos de medición precisos y una teoría adecuada para la interpretación de los
datos experimentales. Así, vemos que en la física del estado sólido, cuyos principios básicos
fueron establecidos ya en las décadas de 1920 y 1930, no es hasta la década del 70 que se
establecen inequívocamente las estructuras de bandas de los principales compuestos semicon-
ductores. Ello se logró gracias a importantes avances tecnológicos, destacándose el láser y los
ordenadores electrónicos, y al desarrollo de modelos teóricos para el cálculo e interpretación de
los espectros ópticos. Puede decirse que en los años 70 se estableció y consolidó la teoría de
los semiconductores que se acepta en la actualidad, sufriendo solamente refinamientos en las
dos décadas siguientes. El paradigma de los semiconductores ha guiado a los científicos en el
estudio de materiales más complejos en los últimos 20 años. Así, vemos que la metodología
desarrollada para la investigación de los semiconductores masivos ha sido repetida en el estudio
de las nanoestructuras.
La historia de las nanoestructuras semiconductoras comienza en la década del 60, con el

trabajo pionero de Keldish sobre las superredes. Sin embargo, la investigación intensa de estos
sistemas comienza en los años 70, luego de la fabricación de las primeras superredes por Esaki
y Tsu. Esto estuvo ligado íntimamente al desarrollo de los métodos adecuados de crecimiento
por vía de epitaxia de haces moleculares y deposición de vapor metal-orgánico. Paralelamente
fue desarrollándose el estudio de pozos cuánticos simples, múltiples y con dopaje modulado.
El interés en estos sistemas estaba dado por la posibilidad de observar y aplicar fenómenos
como conductividad diferencial negativa, amplificación de ondas electromagnéticas, variación
de las frecuencias e intensidades de las líneas de absorción y emisión de la luz, propiedades
ópticas no lineales, etc. La causa de todas estas propiedades es que en estos sistemas se
logra confinar el movimiento de los portadores de carga (electrones o huecos) en determinadas
regiones espaciales. Por ejemplo, el pozo cuántico más simple consiste en una lámina de un
semiconductor embebida en un semiconductor diferente. En este caso se logra confinar el
movimiento de los electrones en una región plana muy estrecha, de modo que su movimiento se
hace cuasi-bidimensional. En la década del 80, los avances de la tecnología hicieron posible la
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creación de sistemas con confinamiento adicional: los hilos cuánticos (cuasi-unidimensionales)
y los puntos cuánticos (cuasi-cerodimensionales). Estos últimos generaron grandes expectativas
en torno a su aplicación a los láseres, debido a predicciones teóricas de alta eficiencia óptica
y controlar la frecuencia de emisión mediante el control de las dimensiones. Sin embargo,
los puntos cuánticos resultaron ser más complejos que lo esperado y difíciles de controlar,
de manera que en la actualidad continúan como objeto de investigación. Mientras tanto se
han encontrado multitud de nuevas aplicaciones como el transistor de un solo electrón[47],
marcadores biológicos[12, 17], computación cuántica[55], memorias magnéticas de super alta
integración[77], cristales tridimensionales de puntos cuánticos [75], citando sólo algunos trabajos
recientes. Como muestra de la importancia que recibe este tema, en la revision bibliográfica
realizada por este autor en la base datos Online Journal Publishing Service se encontraron más
de 1000 artículos con las palabras “dot” o “nanocrystal” publicados desde el 1/1/1998 hasta el
1/5/2000.
De los muchos tipos de puntos cuánticos actualmente bajo investigación, en esta tesis se

estudian dos tipos: (1) los nanocristales inmersos en matrices de vidrio u ogánicas, y (2) los
denominados puntos cuánticos autoensamblados. Los nanocristales, que se fabrican mediante
los métodos de la química de coloides o con la tecnología de los vidrios coloreados, adoptan
una forma aproximadamente esférica y presentan una distribución de tamaños más bien ancha
(varianza> 5%), en dependencia del método de crecimiento. Esto hace difícil ver detalles en los
espectros ópticos. Sin embargo algunas técnicas, p.e. Raman, permiten seleccionar los puntos
de cierto tamaño y otras permiten la observación de puntos individuales[30]. Recientemente se
ha demostrado cierto control de la geometria manipulando la cinética de crecimiento[66].
Los puntos cuánticos autoensamblados son “islas” tridimensionales que se forman espon-

táneamente cuando se deposita un material sobre ciertos sustratos, en dependencia de los valores
de la energía superficial del material depositado, del sustrato y de la intercara entre ambos.
Si el material depositado tiene una constante de la red muy diferente a la del sustrato, suele
ocurrir que se deposita un pequeño número de monocapas tensionadas y los átomos que llegan a
continuación se reorganizan formando las islas para disminuir la energía elástica. Esto se conoce
como régimen de Stranski-Krastanow[25] y es la situación que ocurre cuando se deposita InAs
sobre GaAs, por ejemplo. Bajo ciertas condiciones de crecimiento es posible lograr un control
preciso y espontáneo de la geometría y la posición de las islas hasta formar redes periódicas
[75]. Las islas son puntos cuánticos cuando sus dimensiones son del orden de la longitud de la
cuasipartícula del sólido bajo estudio.
Al igual que en la vida cotidiana, la luz desempeña un papel fundamental para la obtención

de información de los puntos cuánticos. Existe un gran número de técnicas ópticas que a
grandes rasgos se pueden dividir en dos grandes grupos: espectroscopia y microscopia. La
espectroscopia se puede dividir en los siguientes grupos:

1. Absorción y reflectancia (visible, infrarroja, uno o dos fotones, etc).

2. Luminiscencia (simple, con resolución temporal, excitación, etc).

3. Dispersión de la luz (Raman, hiper-Raman, uno o varios fonones, coherente, resonante,
micro, etc).

4. Estrechamiento de la línea de fluorescencia.
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5. Espectroscopia de saturación (quemado de hueco, polarización).

6. Espectroscopia de transiente coherente (eco fotónico, nutación óptica, decaimiento de
inducción libre óptica).

7. Espectroscopia fotoacústica.

8. Mezcla de cuatro ondas.

Basado en estas técnicas se puede desarrollar la microscopia añadiéndoles un sistema de
barrido y filtrado para la obtención de imágenes con alta resolución. Sin embargo, por medios
ópticos no se puede tener más resolución que la longitud de onda de la luz, de modo que la
microscopia óptica no sirve para los puntos cuánticos.
Para interpretar los espectros es necesario disponer de modelos, que son muy específicos

puesto que dependen de la geometría y del tamaño de la nanoestructura. En muchos casos,
la dispersión de la luz obedece a ciertas “reglas de selección”, lo cual permite estudiar estados
electrónicos u otras excitaciones por separado segun su simetría. Por ejemplo, la absorción de la
luz por nanocristales esféricos permite estudiar los excitones con momento angular orbital nulo,
mientras que la absorción infrarroja permite estudiar los modos de vibración con momento
angular ~. Otras técnicas facilitan el estudio de electrones y modos normales con distintas
simetrías.
Un grupo de técnicas complementarias entre sí lo forman los métodos de dispersión inelástica

de la luz, de los cuales se estudian en esta tesis la dispersión Raman e hiper-Raman. En esencia,
la dispersión inelástica de la luz consiste en el cambio de energía, dirección y polarización de un
haz de luz al interactuar con un sistema físico. En la dispersión Raman cada fotón cambia su
frecuencia en una cantidad ωp, siendo ~ωp la energía de alguna excitación elemental del sistema.
La dispersión hiper-Raman es un proceso no lineal en el cual dos fotones de frecuencias ωi y ωj
se combinan para originar otro fotón con frecuencia ωi+ωj±ωp. En los semiconductores, en la
mayoría de los casos prácticos, ~ωp es el cuanto de los modos de vibración de la red (fonones).
En este trabajo se estudian varios casos de dispersión Raman e hiper-Raman en condiciones
de resonancia, es decir, cuando la frecuencia de la radiación con que se excitan las muestras
es cercana a la energía de alguna excitación electrónica, en particular los excitones de menor
energía. En estos casos los experimentos permiten obtener información tanto de los modos de
vibración como de los estados electrónicos, si bien es necesario un fuerte análisis teórico y un
modelo para interpretarlos. Los fonones interactúan directamente con la radiación o a través
de estados electrónicos intermedios, siendo esta variante la más eficiente en condiciones de
resonancia[39]. Los estados electrónicos excitados por la luz (estados intermedios) se describen
como pares electrón hueco ligados por la atracción de Coulomb (excitones) y sus características
dependen de la geometría del punto cuántico. También los fonones en los puntos cuánticos
dependen de la geometría. En los semiconductores polares hay tres tipos de mecanismos de
interacción electrón-fonón: potencial de deformación, piezoeléctrico y Fröhlich[14].
En los cristales, la simetría traslacional impone la conservación del cuasimomento total de

la luz y el fonón involucrado y además determina que el mecanismo de interacción por potencial
de deformación sea el más importante. Sin embargo, en condiciones de resonancia con el borde
de absorción fundamental es importante el aporte de la interacción de Fröhlich[13, 80]. En los
puntos cuánticos se rompe la simetría traslacional y la interacción tipo Fröhlich se convierte
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en la más importante para los modos de vibración ópticos, los más importantes para el efecto
Raman. Esta interacción se debe al campo electrostático de largo alcance causado por el
movimiento en contrafase del catión y el anión que forman la celda unitaria del punto cuántico.
Este efecto también depende de la geometría del punto cuántico y del medio circundante.
La magnitud que se emplea usualmente para caracterizar la dispersión de la luz por los

puntos cuánticos es la sección eficaz. Luego, la piedra angular de este trabajo es el cálculo
mecano-cuántico de las secciones eficaces Raman e hiper-Raman. Otras magnitudes habituales
en la espectroscopia Raman, como la polarizabilidad y el tensor Raman, son proporcionales a
la sección eficaz.
La estructura de la tesis es como sigue. En el capítulo 2 se expone el formalismo desarrollado

para describir los procesos de dispersión. También se exponen los métodos de cálculo empleados
para los excitones y los fonones en los puntos cuánticos, dejando algunos detalles para los
capítulos siguientes. En el capítulo 3 se discute la dispersión Raman de primer orden en
sistemas de nanocristales y de puntos cuánticos autoensamblados. El capítulo 4 expone la
teoría de la dispersión Raman de orden superior por nanocristales semiconductores, se aplica
esta teoría a datos experimentales disponibles y se plantea una crítica al modelo más utilizado
en la literatura especializada. Finalmente, en el capítulo 5 se exponen los resultados obtenidos
para la dispersión hiper-Raman en sistemas de nanocristales semiconductores. El capítulo 6 se
dedica a las conclusiones.
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1.1 Objetivos de la tesis

Los objetivos centrales de esta tesis son:

• Estudiar los efectos excitónicos y del confinamiento espacial en la dispersión Raman re-
sonante de primer orden por nanocristales semiconductores.

• Interpretar datos experimentales de dispersión Raman por sistemas de nanocristales con
una distribución estadística de tamaños y determinar parámetros físicos a partir de estos
datos.

• Desarrollar la teoría de la dispersión Raman resonante por puntos cuánticos autoensam-
blados y determinar la información física que se puede obtener de este proceso.

• Desarrollar la teoría de la dispersión Raman de orden superior en puntos cuánticos semi-
conductores.

• Estudiar la dispersión Raman de orden superior por nanocristales esféricos y comparar
las secciones Raman teóricas y experimentales.

• Desarrollar la teoría del efecto hiper-Raman resonante en puntos cuánticos semiconduc-
tores.

• Estudiar la dispersión hiper-Raman por sistemas de nanocristales semiconductores con
una distribución estadística de tamaños y determinar la información física que se puede
obtener de este proceso.

Para el cumplimiento de los mismos se plantean las tareas siguientes:

• Calcular los niveles de energía y las funciones de onda de los excitones y fonones en todos
los sistemas estudiados. Utilizar resultados publicados y desarrollar nuevos métodos.

• Estudiar la convergencia del método de cálculo de los excitones.
• Calcular la interacción de los excitones con la luz y con los fonones ópticos.
• Obtener las reglas de selección y los elementos matriciales para todos los procesos ópticos
estudiados.

• Comparar los cálculos con datos experimentales, realizar ajustes y obtener parámetros
relevantes de los semiconductores y puntos cuánticos.

• Hacer los programas de computación necesarios para el cumplimiento de todas las tareas.
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Capítulo 2

Fundamentos teóricos generales

La descripción cuántica de la dispersión de la luz es una tarea compleja que requiere la descrip-
ción de las excitaciones elementales del sólido que interactúan con la radiación electromagnética.
En este capítulo se presentan los excitones y los fonones, que son las excitaciones más impor-
tantes en las nanoestructuras semiconductoras. Además, se presenta el formalismo general de
la dispersión Raman resonante en puntos cuánticos.

2.1 Estados electrónicos

2.1.1 Del problema cuántico del sólido a la aproximación de masa
efectiva

El problema del cálculo de los estados estacionarios en un semiconductor involucra, en principio,
la resolución de la ecuación de Schrödinger del cristal, en la que deben tenerse en cuenta todas
las interacciones presentes. El Hamiltoniano del sistema contiene la energía cinética de los iones,
la de los electrones de valencia y las energías de interacción ion-ion, ion-electrón y electrón-
electrón.

H = Hcin
elec +H

cin
ion +H

int
ion−elec +H

int
ion−ion +H

int
elec−elec.

El enorme número de partículas que contienen los cristales hace imposible la resolución directa
de dicha ecuación. Por esto se hace necesario aplicar la estrategia de divide et impera, por
medio de dos aproximaciones fundamentales.

• Aproximación adiabática

La masa del electrón es siempre mucho menor que la de los iones. Debido a esto los iones
se mueven mucho más lentamente que los electrones y puede considerarse que el movimiento
de estos se determina por las posiciones instantáneas de aquellos. De esta manera, sólo hay
que resolver la ecuación de Schrödinger para los electrones, tomando las posiciones de los iones
como parámetros. El efecto de los electrones sobre el conjunto de iones se manifiesta a través
de una energía potencial efectiva. Así, el movimiento de los electrones se desacopla del de
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los iones. Este último será estudiado más adelante, mientras que al primero nos dedicaremos
inmediatamente. El Hamiltoniano del sistema de electrones queda

H = Hcin
elec +H

int
ion−elec +H

int
elec−elec.

Aún con esta simplificación, el número de grados de libertad es enorme, por lo cual es
necesario hacer otra aproximación.

• Aproximación monoelectrónica

Se expresa la función de onda del sistema de muchos electrones a través de funciones de
onda de una partícula ψ, con las cuales se forma un determinante de Slater

Φ(r1, r2, . . . , rN) =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
ψ1(r1) ψ1(r2) . . . ψ1(rN)
ψ2(r1) ψ2(r2) . . . ψ2(rN)
...

...
...

ψN(r1) ψN(r2) . . . ψN(rN)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ .

Este determinante cumple el requisito de que la función de onda sea antisimétrica respecto
a la permutación de dos partículas cualesquiera. Si se buscan variacionalmente las funciones
de onda monoelectrónicas de manera que se minimice el valor medio de la energía hΦ |H|Φi
se obtienen las llamadas ecuaciones de Hartree-Fock (HF)[78]. Estas ecuaciones pueden ser
resueltas directamente y sirven de base para un conjunto de métodos numéricos que se agrupan
bajo el nombre de química cuántica.
Mención aparte se debe a los métodos basados en la teoría del funcional de la densidad

(DFT)[45]. Esta se deriva del teorema de Hohenberg-Kohn[41], que demuestra que la energía del
estado básico de un sistema multielectrónico es un funcional de la densidad de carga electrónica.
En consecuencia, sólo es necesario resolver una ecuación de una partícula (la ecuación de Kohn-
Sham[50]) en la que aparece un potencial de intercambio y correlación que da cuenta de los
efectos de muchos cuerpos. Este no se conoce exactamente, pero existen aproximaciones muy
buenas. Estos métodos compiten ventajosamente con los basados en las ecuación de HF para
los sistemas extendidos y engloban la mayor parte de los cómputos realizados en sólidos, en
tanto que los métodos basados en HF han sido los preferidos por la comunidad química para los
cálculos en moléculas. En la actualidad los programas comerciales de química cuántica tienen
opciones para realizar cálculos de DFT. No obstante debe señalarse que las funciones de onda
DFT no tienen sentido físico en sí mismas, sino que son parte del cálculo de la densidad de
carga.
Por otra parte, en los métodos semiempíricos se evita buscar las soluciones de Hartree-Fock

y se emplea un potencial monoelectrónico empírico V (r). Esta simplificación permite expresar
la ecuación de autovalores en la forma·

p̂2

2m
+ V (r)− E

¸
ψ(r) = 0.

El problema que resta consiste en encontrar el potencial V (r) adecuado a cada sistema, p.e.
seudopotenciales, muffin-tin, o aproximar la solución mediante determinados parámetros toma-
dos de ajustes a experimenos: método de enlace fuerte (ingl. tight binding), el método k ·p y el
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Figura 2.1: Estructura de bandas del GaAs.

método de los seudopotenciales empíricos. En la actualidad es frecuente encontrar los métodos
semiempíricos mezclados con los ab initio y así se encuentran reportes de k · p y enlace fuerte
ab initio[87], por citar dos ejemplos.
En los sólidos cristalinos el Hamiltoniano es invariante ante traslaciones por vectores de la

red. Gracias a esto los estados monoelectrónicos se pueden describir mediante las funciones de
Bloch

ψnk(r) = e
ik·runk(r),

donde la función unk(r) tiene la periodicidad de la red cristalina. Este hecho es esencial para
los cálculos en medios extendidos; incluso para materiales amorfos o líquidos se introduce una
supercelda con condiciones de frontera periódicas para poder emplear la ecuación anterior.
Los niveles de energía están distribuidos en bandas cuasicontinuas a las que se denota con el
número n. La energía depende también del índice k, el cual varía cuasicontinuamente dentro
de la primera zona de Brillouin. Esta dependencia determina la estructura de bandas.
A modo de ilustración se muestra en la figura 2.1 la estructura de bandas del GaAs, paradig-

ma de los compuestos III-V. En este material (y en todos los semiconductores) el estado básico
presenta un conjunto de bandas totalmente ocupadas y otro conjunto de bandas totalmente
vacías. A las primeras se les llama bandas de valencia y a las segundas, bandas de conducción.
Al rango de energías situado entre las bandas de valencia y las de conducción se le conoce
como banda prohibida, brecha o por la palabra inglesa gap. En estos materiales el máximo
de la banda de valencia se encuentra en el centro de la primera zona de Brillouin (punto Γ),
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mientras que el mínimo de la banda de conducción puede encontrarse en el mismo punto Γ
(materiales de gap directo, p.e. el GaAs), pero también en L o X (materiales de gap indirecto,
p.e. Si, Ge, AlAs). En la mayoría de los procesos ópticos que ocurren en los semiconductores,
la contribución fundamental proviene de los estados cuyo vector de onda pertenece al entorno
de los extremos de las bandas de valencia y de conducción.
En presencia de alteraciones a la periodicidad aparecen estados que no pueden describirse

mediante las funciones de Bloch. Para el estudio de los estados situados energéticamente cerca
de los extremos de las bandas de conducción tiene particular importancia la aproximación
de la masa efectiva (EMA)[56] debido a su simplicidad matemática y a que permite obtener
expresiones analíticas cualitativamente correctas. En esta aproximación, la función de onda de
los estados electrónicos es igual al producto de la función de Bloch correspondiente al extremo
de la banda n, con vector de onda k0, por una función φα que varía suavemente en distancias
del orden del período de la red cristalina

ψn,k0,α(r) = unk0(r)φα(r).

A φ se le llama función envolvente y satisface una ecuación del tipo Schrödinger·
− ~2

2m∗
52 +W (r)−E

¸
φ(r) = 0,

donde W (r) es el potencial externo no periódico y m∗ es la llamada masa efectiva. Esta está
relacionada con la curvatura de la banda y es consecuencia del potencial periódico del cristal.
En el máximo de la banda de valencia, la masa efectiva es negativa!!. Como en todos los casos
prácticos las bandas de valencia están casi totalmente ocupadas (recuérdese que el número
de electrones es del orden de 1023 por cm3), lo que determina las propiedades ópticas y de
transporte son las vacancias de los estados electrónicos. El concepto de hueco establece una
identidad entre las propiedades de la banda de valencia con cierto númeroN de estados vacantes
y una banda de huecos ocupada por N huecos[56, 57, 46, 4]. A un hueco se le asocia una función
de onda [18, 49]

ψh,α = K̂ψv,ᾱ, (2.1)

donde K̂ es el operador de inversión del tiempo y ψv,ᾱ es la función de onda del electrón vacante.
La barra sobre el índice α del electron significa que ciertos números cuánticos cambian producto
de la inversión del tiempo. Así, un hueco con vector de onda kh corresponde a la banda de
valencia con un electrón vacante de vector de onda −kh. El hueco posee carga y masa positivas.

2.1.2 Estados excitónicos en puntos cuánticos esféricos

Estados de una partícula

En un punto cuántico con simetría esférica el potencial no periódico W (r) sólo depende de
la distancia al centro del punto, por lo cual la ecuación de masa efectiva es separable. Las
soluciones se pueden escribir como

φn,l,m(r) = Rn,l(r)Yl,m(ϑ,ϕ), (2.2)
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donde Yl,m(ϑ,ϕ) son los armónicos esféricos con m = −l, ..., l. La forma de la parte radial
depende de la forma del potencial de confinamientoW (r). En el caso de un nanocristal inmerso
en una matriz de vidrio el potencial se modela mediante la ley[16]

W (r) =

½
0 , r < R
U0 , r > R

,

donde U0 puede ser infinito y R es el radio nominal o cierto radio efectivo que caracterice la
penetración de las funciones de onda en la matriz de vidrio. Para U0 infinito la parte radial se
reduce a

Rn,l(r) =

r
2

R3
1

|jl+1(xn,l)| jl
³
xn,l

r

R

´
, (2.3)

donde jl es la función de Bessel esférica de orden l y xn,l satisface la ecuación secular jl(xn,l) = 0.
La energía del estado de una partícula viene dada por la expresión

En,l =
~2x2n,l
2m∗R2

. (2.4)

Estados excitónicos

El estado en que un electrón de valencia está excitado a la banda de conducción se puede
describir como un par electrón-hueco, cuya función de onda es igual al producto de las funciones
de onda respectivas (ver apéndice A)

Ψne,le,me,nh,lh,mh
(re, rh) = φne,le,me

(re)φnh,lh,mh
(rh).

Al estado anterior se le llamará par electrón-hueco no correlacionado, o simplemente,
par electrón-hueco (PEH). En realidad, existen estados de menor energía que no se pueden
describir por la función de onda anterior, sino como combinaciones lineales de estos: los ex-
citones. Ello se debe a que la vacancia en la banda de valencia ocasiona un cambio en el
potencial que actúa sobre el electrón de conducción, respecto al que habría si la banda de va-
lencia estuviese totalmente llena. En la aproximación de la masa efectiva el excitón se describe
por una función de onda que satisface la ecuación[49]·

−~
2∇2e
2me

− ~
2∇2h
2mh

+We(re) +Wh(rh)− e2

²|re − rh| +Eg −E
¸
Ψ(re, rh) = 0. (2.5)

El potencial coulombiano que aparece en la ecuación anterior es responsable de la interacción
entre el electrón y el hueco. En ausencia de este potencial, las soluciones de la ecuación serían
los PEHs. Para el problema con interacción se desarrolla la Ψ(re, rh) en serie de los PEHs.
Sin embargo, para aprovechar las simetría esférica del problema, es conveniente usar como
funciones bases ciertas combinaciones de estados de PEH que tenga bien definidos el cuadrado
del momento angular ~L(L+ 1) y su proyección en el eje Z, ~M .

Φne,nh,le,lh,L,M(re, rh) =
X
me,mh

(lelhmemh|LM)φne,le,me
(re)φnh,lh,mh

(rh) , (2.6)
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donde (lelhmemh|LM) son los coeficientes de Clebsch-Gordan[11, 22]. La función de onda del
excitón se desarrolla en esta base

Ψµ(re, rh) = ΨN,L,M,P (re, rh) =
X
α

CN,L,M,P (α)Φα,L,M(re, rh), (2.7)

donde α = {ne, nh, le, lh}. P = ±1 y N = 1, 2, ... son números cuánticos de la paridad y
la energía, respectivamente. Sustituyendo este desarrollo en la ecuación (2.5) se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones para los coeficientes CN,L,M,P (α)X

α

[(Ene,le;nh,lh −E)δα0,α + Vα0,α]C(α) = 0 , (2.8)

donde

Ene,le;nh,lh =
~2

2R2

·
x2ne,le
me

+
x2nh,lh
mh

¸
+Eg (2.9)

y Vα0,α es el elemento matricial de la interacción coulombiana[11]

Vα0,α = − e
2

²R
δL0,LδM 0,M

∞X
k=0

fk(le, lh, l
0
e, l

0
h;L)Gk(ne, n

0
e, nh, n

0
h, lel

0
e, lh, l

0
h) , (2.10)

fk(le, lh, l
0
e, l

0
h;L) = (−1)L+lh+l

0
h

q
(2le + 1)(2l0e + 1)(2lh + 1)(2l

0
h + 1)

×
µ
k le l0e
0 0 0

¶µ
k lh l0h
0 0 0

¶½
le l0e k
l0h lh L

¾
, (2.11)

Gk(ne, n
0
e, nh, n

0
h, le, l

0
e, lhl

0
h) = R

∞ZZ
0

Rnele(re)Rn0el0e(re)Rnhlh(rh)Rn0hl0h(rh)
rk<
rk+1>

r2er
2
hdredrh.

(2.12)

donde los símbolos entre () y {} en la ecuación (2.11) son los símbolos 3j y 6j de Wigner,
respectivamente. En la ecuación (2.12) r< = min(re, rh) y r> = max(re, rh). Los coeficientes
Gk son adimensionales y sólo dependen del radioR implícitamente a través de las funciones Rn,l.
Para barreras infinitas los Gk no dependen ni del radio ni de los parámetros del semiconductor.
Debe notarse que los productos de símbolos 3j en fk son no nulos sólo si max(|le− l0e|, |lh−l0h|) ≤
k ≤ min(|le+ l0e|, |lh+ l0h|) y si k+ lh+ l0h y k+ le+ l0e son números pares simultáneamente. Por
tanto, estados con le + lh y l0e + l

0
h de diferentes paridades no se mezclan, lo cual responde a la

simetría de la ecuación de masa efectiva ante la operación de inversión y permite establecer el
número cuántico P .
Para resolver numéricamente la ecuación (2.5) es necesario truncar la serie (2.7), de modo

que se diagonalice una matriz finita.
De las ecuaciones (2.9) y (2.10) se deduce que para nanocristales pequeños el efecto de la

interacción coulombiana es un orden menor en aB/R (aB es el radio de Bohr del excitón) que
el efecto del confinamiento, lo cual justifica el empleo de las funciones base (2.6).
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La ecuación matricial (2.8) se resuelve tomando un número finito N de funciones base para
resolver el sistema numéricamente. Los autovalores y los autovectores proporcionan los niveles
de energía y los coeficientes del desarrollo, respectivamente. Luego se va aumentando N hasta
obtener estabilidad en los niveles de energía. Esto se ilustra en la figura 2.2, mostrando la
evolución del valor calculado de la energía del primero y cuarto estados en relación al número
de funciones bases, con R = 55 Å y los parámetros de un semiconductor II-VI típico: el CdTe.
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Figura 2.2: Esquema de la convergencia de los niveles de energía calculados para un punto
cuántico de CdTe [61].

El conjunto de funciones bases depende de varios números cuánticos y como hay que efectuar
cálculos con un número finito de ellas es importante tener un criterio para ordenarlo. Este
criterio debe ser tal que para una precisión buscada en los cálculos, el número de funciones
base sea mínimo. Lo más razonable es ordenar la base por orden creciente de las energías (2.9).
Con este ordenamiento se obtienen muy buenos resultados con matrices de 40 × 40, incluso
para radios tan grandes como cinco veces el radio de Bohr del excitón (estado básico). En el
presente trabajo se han estudiado nanocristales de CdSe y CdS con un radio menor o igual al
radio de Bohr del excitón, con lo cual se garantiza la validez de nuestra aproximación.

Efectos de finitud de la barrera y penetración de la función de onda en el medio

El modelo de barreras infinitas tiene el inconveniente de sobrestimar la energía de confinamiento
de las cuasipartículas y modifica levemente las funciones de onda. Esta dificultad se hace
notable para radios pequeños cuando la energía de la cuasipartícula se aproxima al potencial
en el exterior del nanocristal. Otro efecto a notar es que la masa efectiva depende del material
y por tanto es diferente en el exterior y en el interior del cristal. Para tratar este problema es
necesario hacer hermítico el operador de la energía cinética. Esto se logra en la forma siguiente,
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aunque no es la única,

T̂ = p · 1

m∗(r)
· p.

Si la masa es constante dentro y fuera del nanocristal, con valores diferentes, la condición de
empalme en la intercara es la continuidad de la función de onda y de la corriente de probabilidad.
Esto produce un salto en la derivada cuando las masas son diferentes. Para los estados acotados,
las funciones radiales son[16]

Rn,l(r) =

r
2

R3
£
j2l (x)kl−1(y)kl+1(y)− k2l (y)jl−1(x)jl+1(y)

¤− 1
2

×
½
kl(y)jl(x

r
R
) , r < R

jl(x)kl(y
r
R
) , r > R,

(2.13)

donde x = R
p
2m1En,l/~2, y = R

p
2m2(U0 −En,l)/~2, m1 la masa en el interior, m2 la masa

en el exterior y kl la función de Mc Donald esférica de orden l. La energía se determina por la
misma expresión (2.4), siendo xn,l las soluciones de la ecuación secular

m2xkl(y)j
0
l(x) = m1yk

0
l(y)jl(x).

Otra forma de considerar la finitud del confinamiento es mediante un pozo infinito con un
radio efectivo Ref mayor que el radio nominal del nanocristal[60]. Este radio efectivo se puede
tomar como parámetro de ajuste a datos experimentales o para que reproduzca los cálculos
con el pozo finito. Esta opción permite realizar cómputos más simples y más “universales”,
pues con esta opción las integrales radiales (2.12) no dependen del radio del nanocristal y las
funciones base son más sencillas.
¿Cuál de las dos opciones es mejor? Rigurosamente, ninguna de ellas está justificada cuando

los nanocristales están inmersos en un medio que no es un semiconductor tetravalente, pues
sólo en estos materiales es válida la aproximación de la masa efectiva. No obstante, existe la
penetración de los portadores de carga en el medio circundante. Lo que se está haciendo es
una corrección heurística al formalismo de masa efectiva con un parámetro de ajuste, sea la
profundidad del pozo o el radio efectivo.
La práctica demuestra que cuando el medio circundante es un material orgánico se pueden

hacer ajustes con el modelo del pozo finito[52], mas cuando el medio es un vidrio silíceo, es
mejor el segundo modelo.

2.1.3 Estados excitónicos en discos cuánticos

Los llamados puntos cuánticos autoensamblados se fabrican depositando un semiconductor
sobre un sustrato, en general semiconductor, cuya constante de la red es muy diferente a la
del material depositado. Para pequeñas cantidades de material depositado, típicamente 1 o 2
monocapas, este replica la estructura del sustrato en el plano. Al depositar más material este
se agrupa formando islas, con un tamaño y una distribución que depende de las condiciones
del crecimiento. Estas islas tienen una geometría compleja, variando desde formas piramidales
hasta lenticulares, aunque esto no está del todo claro pues se trabaja con microscopia de fuerza
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atómica en el límite de resolución de los instrumentos. En el caso de que las islas son recapadas,
ocurre un reordenamiento de los átomos que debe destruir la forma de pirámide. En general
estas islas cuánticas tienen forma aplastada, mucho más extensas en las direcciones del plano del
sustrato que en la dirección de crecimiento. Una forma sencilla de modelarlas, es considerando
que tienen geometría cilíndrica, con un potencial de confinamiento parabólico en el plano de
simetría[74, 91]. El potencial en la dirección de crecimiento se puede suponer abrupto como
el de un pozo cuántico. Un estudio reciente por medio de dispersión Raman de los fonones de
intercara aporta evidencias de que la topología de las dos bases del disco es la misma[93].
Generalmente se supone que la forma de las islas en el plano de crecimiento es circular. En

los experimentos se estudian ensembles de puntos cuánticos, de modo que los efectos derivados
de geometrías no circulares se promedian y no son observables. Sin embargo, no hay razón para
descartar formas menos simétricas. Actualmente se están desarrollando técnicas de muy alta
resolución espacial que permiten medir los espectros ópticos de puntos cuánticos individuales.
Hay puntos cuánticos autoensamblados que se forman por fluctuaciones del espesor de los pozos
cuánticos, para los cuales se han encontrado evidencias de la forma no circular[35]. En este
trabajo se estudia la posible influencia de la geometría en los espectros Raman. Para precisar
consideremos que el disco tiene geometría cilíndrica, con altura Lz y base elíptica de semiejes
Lx y Ly, con Lz ¿ Lx,Ly. Además, Lz debe ser menor o igual que la longitud de onda del
electrón y el hueco, de modo que estos sean cuasibidimensionales. En estas condiciones, el
Hamiltoniano del excitón se puede escribir en función de los Hamiltonianos monoparticulares
He y Hh más la interacción electrostática apantallada con constante dieléctrica ²

H = He +Hh − e2

²
q
(xe − xh)2 + (ye − yh)2 + (ze − zh)2

. (2.14)

En el Hamiltoniano monoparticular es importante considerar la anisotropía del cristal, reforzada
por la geometría del crecimiento. Así, es necesario considerar masas efectivas diferentes en la
dirección Z y en el plano XY y diferentes tipos de confinamiento. Se ha utilizado el siguiente
Hamiltoniano

Hi (ri) = − d

dzi

µ
~2

2mi
z(zi)

¶
d

dzi
− ~2

2mi
xy

∇2i,xy +
1

2
mi
xy

¡
ω2xx

2
i + ω2yy

2
i

¢
+ Vi (zi) . (2.15)

Aquí mi
xy, m

i
z y V (zi) (i = e, h) son las masas efectivas de los portadores en el plano XY , en

el eje Z y el potencial de confinamiento en la dirección de crecimiento, respectivamente. En el
caso particular de intercaras abruptas, estos vienen dados por las expresiones

V (z) =

½
0 , |z| ≤ Lz

2

V0 , |z| > Lz
2

; m(z) =

½
mA , |z| ≤ Lz

2

mB , |z| > Lz
2

.
(2.16)

Por otra parte, la forma y la anisotropía del confinamiento en el planoXY se modelan mediante
potenciales cuadráticos de frecuencias ωx y ωy, de manera que

p
ωy/ωx = Lx/Ly[74]. Estos

potenciales son el resultado de varias contribuciones: tensiones elásticas, disminución del espesor
del disco hacia los bordes, difusión del material, etc.. Como el confinamiento es mucho más débil
en las direcciones laterales que en la dirección de crecimiento, el movimiento en la dirección Z
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se desacopla y la ecuación (2.14) se puede escribir

H(re, rh) = H0(re, rh) +Hp(re, rh) , (2.17)

donde

H0(re, rh) = He (re) +Hh (rh)− e2

² |ρe − ρh|
(2.18)

y

Hp(re, rh) = −e
2

²

n£
(ρe − ρh)2 + (ze − zh)2

¤− 1
2 − |ρe − ρh|−1

o
, (2.19)

donde ρ es la coordenada en el plano XY . El término H0 no es más que el Hamiltoniano del
excitón bidimensional confinado en un potencial cuadrático, mientras que Hp es la corrección
a la energía de interacción debido al grosor finito del disco. En las condiciones del problema
Lz ¿ Lx,Ly, Hp se puede tratar como una perturbación. Además, se precisa que el valor
medio de |ze − zh| sea mucho menor que el radio de Bohr del excitón. El subproblema del
movimiento del excitón en el plano admite la separación en coordenadas del centro de masas
R =

¡
meρe +m

h
⊥ρh

¢
/(me +mh

⊥) = Xx̂+ Y ŷ y coordenadas relativas ρ = ρe − ρh = xx̂+ yŷ.
Por todo esto, la función de onda total se puede escribir como

Ψµ (re, rh) = φne(ze)φnh(zh)ϕNx,Ny(R)Θm(ρ) . (2.20)

Donde φne(ze) [φnh(zh)] representa el movimiento en Z del electrón [hueco] confinado por el
perfil de banda Ve (ze) [Vh (zh)] , ϕNx,Ny(R) el movimiento del centro de masas en el plano y
Θm(ρ) el movimiento relativo. La energía del excitón es igual a

E(m,Nx, Ny, ne, nh) = Eg + (Nx + 1/2)~ωx + (Ny + 1/2)~ωy
+Ene +Enh +Em +∆Em(ne, nh) . (2.21)

En los siguientes epígrafes veremos cómo se calcula cada término.

Movimiento en la dirección de crecimiento

La función de onda en la dirección de crecimiento obedece a la ecuación·
− d
dz

µ
~2

2m(z)

¶
d

dz
+ V (z)

¸
φn(z) = Enφn(z) . (2.22)

Con m(z) y V (z) dados por (2.16), las soluciones para los estados confinados son

φn(z) =

"
1

kB
+
1

kA

mA

mB

kB
kA
+
Lz
2

µ
mA

mB

kB
kA

¶2
+
Lz
2

#−1/2

×


ekB(z−Lz/2) ; z ≤ −Lz

2
cos (kAz + (n− 1)π/2)

cos (kALz/2 + (n− 1)π/2) ; |z| ≤ Lz
2

(−1)n+1e−kB(z−Lz/2) ; z ≥ −Lz
2

,

(2.23)
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donde n = 1, 3, ... para estados pares y n = 2, 4, ... para estados impares, kA =
p
2mAEn/~2,

kB =
p
2mB (V0 − En) /~2, y mA (mB) es la masa efectiva en el disco (sustrato). Aplicando

las condiciones de empalme en las intercaras: continuidad de φ y (1/m) dφ/dz se obtiene la
ecuación trascendente

kB
mB

=
kA
mA

½
tan

¡
kALz
2

¢
, n = 1, 3, ...

− cot ¡kALz
2

¢
, n = 2, 4, ... .

(2.24)

que se resuelve numéricamente. La energía es igual a

En =
~2k2A,n
2mA

=
~2k2B,n
2mB

. (2.25)

Movimiento bidimensional del centro de masas

La función de onda del centro de masas del excitón ϕNx,Ny(R) corresponde a un oscilador
armónico 2D en el plano XY con números cuánticos Nx, Ny

ϕNx,Ny(R) = ϕNx(x)ϕNy(y) , (2.26)

ϕN(x) =

µ
αM√
π2NN !

¶1
2

exp

µ
−α2Mx

2

2

¶
HN(αMx) , (2.27)

donde αM =
p
Mωx/~, M = me

xy +m
h
xy, la función HN(x) es el polinomio de Hermite[1], y la

energía del centro de masas es

Ec.m. =

µ
Nx +

1

2

¶
~ωx +

µ
Ny +

1

2

¶
~ωy . (2.28)

Movimiento bidimensional relativo

El Hamiltoniano que describe el movimiento relativo del excitón 2D es

Hrel =
p2

2µ
+
1

2
µω2xx

2 +
1

2
µω2yy

2 − e2

²
p
x2 + y2

, (2.29)

donde µ es la masa reducida del excitón en el plano XY , que está confinado por el potencial
armónico con frecuencias ωx(y) relacionadas con el tamaño efectivo del disco Lx(y) =

p
~/µωx(y).

La solución se busca mediante un desarrollo en serie[74],

Θm(ρ) =
X
nx,ny

anx,nyϕnx(Ωx, x)ϕny(Ωy, y) , (2.30)

donde anx,ny son los coeficientes del desarrollo y se calculan diagonalizando numéricamente
el hamiltoniano. ϕn(Ω, x) son funciones de onda de oscilador armónico similares a (2.27),
pero una frecuencia distinta Ω. Estas funciones forman una base en el espacio de Hilbert del
Hamiltoniano (2.29) sin el término de interacción. Sustituyendo esta expansión en la ecuación
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(2.29) se obtiene Hrel en forma matricial y se diagonaliza numéricamente. Las frecuencias Ωx
y Ωy pueden ser las mismas ωx y ωy, pero si se toman diferentes permiten optimizar el cálculo
para alcanzar convergencia con el mínimo número de términos en la serie. La razón física es que
para discos grandes, con Lx,Ly > a2DB (radio del excitón), la interacción coulombiana domina
los estados excitónicos, cuya longitud característica es menor que la que determinan ωx y ωy.
Con esto se logra una reducción significativa en la dimensión de las matrices a diagonalizar.
Los detalles de la optimización de las Ωs pueden encontrarse en la Ref. [74], en conexión con
el estudio de la convergencia en el caso circular (ωx = ωy), que por ser un problema de campo
central permite obtener la solución por integración directa de la ecuación diferencial.

Corrección tridimensional a la interacción coulombiana

Si el radio de Bohr del excitón 3D aB es mayor que la altura del disco Lz (aB À Lz), el
confinamiento en la dirección Z es más fuerte que en el plano XY . Por tanto, el efecto de la
tridimensionalidad de la atracción coulombiana en la energía del excitón se puede tratar por
teoría de perturbaciones del término (2.19). Para aB À Lz, el valor medio de la distancia entre

el electrón y el hueco es mucho menor en la dirección Z

(ze − zh)2

®1/2
que en el plano XY

rs =

m| |ρe − ρh|2 |m

®1/2
. Entonces, la corrección a la energía en primer orden de teoría de

perturbaciones se puede aproximar por

∆Em(ne, nh) ' − e2

²
q
m| (ρe − ρh)2 |m

®
×
*
ne, nh

¯̄̄̄
¯̄
Ã
1 +

(ze − zh)2
m| (ρe − ρh)2 |m

®!− 1
2

− 1
¯̄̄̄
¯̄nh, ne

+
, (2.31)

∆Em(ne, nh) ' − e2

²rs(m)

¿
ne, nh

¯̄̄̄µ
1− (ze − zh)

2

2 r2s
+ ...

¶
− 1
¯̄̄̄
nh, ne

À
. (2.32)

El valor de la corrección depende de las subbandas a que pertenecen el electrón y el hueco.
Haciendo las manipulaciones necesarias se obtiene

∆Em(ne, nh) ' e2

2²r3s(m)

£
ne|z2e |ne

®
+

nh|z2h|nh

®
+ ...

¤
, (2.33)

donde
n|z2|n® = L2z

(
1

2

µ
k̄−3B + k̄−2B +

k̄−1B
2

¶
+
1

4

"
1

6

Ã
1 +

µ
mAk̄B
mBk̄A

¶2!

− 1
k̄2A

Ãµ
mAk̄B
mBk̄A

¶2
− 1
!
+
2

k̄3A

µ
k̄A
2
− 1
¶
mAk̄B
mBk̄A

#)

×
·
1

k̄B
+
1

k̄A

mAk̄B
mBk̄A

+
1

2

µ
mAk̄B
mBk̄A

¶2
+
1

2

#−1
2

, (2.34)

con k̄ = kLz.
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2.1.4 Fundamentos matemáticos del método de cálculo

En todos los problemas considerados se ha resuelto el problema de dos partículas interactuantes
por medio de una expansión en serie de los estados sin interacción. Este es el caso de los
excitones en el punto cuántico esférico y el del movimiento relativo en el plano del disco cuántico.
Esto es válido si el espectro del problema con interacción no es esencialmente diferente al del
problema sin interacción. Además, es conveniente saber si el método es convergente o no y de
qué tipo de convergencia de trata. Finalmente, debe valorarse el hecho de que el problema con
interacción planteado ya constituye una aproximación del problema real.
De manera general, el método de expansión en serie y diagonalización del Hamiltoniano

matricial es un caso del llamado Método de Bubnov-Galerkin [62]. Todas las ecuaciones de
autovalores que se han resuelto en este trabajo se pueden escribir como

Au = λu, (2.35)

donde A es un operador lineal y para su solución se propone

u(k) =
kX
n=1

c(k)n ϕn, (2.36)

donde {ϕn} es un conjunto de funciones ortonormales1, se sustituye u(k) en la ecuación (2.35)
y se multiplica por ϕ∗m y se integra, con lo cual se obtiene el sistema de ecuaciones

kX
n=1

³
Amn − λ(k)δmn

´
c(k)n = 0, m = 1, 2, ..., k, Amn = hϕm|A|ϕni . (2.37)

Estas son las ecuaciones de Bubnov-Galerkin y constituyen el problema de autovalores
de una matriz finita. Las dos preguntas fundamentales son: (1) ¿Es completo el conjunto
de funciones {ϕn} en cuyos términos se hace el desarrollo?; (2) ¿Las soluciones λ(k) y u(k)

convergen a λ y u cuando k se hace tender a infinito? La demostración de la convergencia de
este procedimiento es un problema difícil y se ha efectuado en pocos casos.
Cuando a la ecuación que se quiere resolver corresponde un principio variacional las ecua-

ciones de Bubnov-Galerkin son idénticas a las obtenidas mediante el Método Variacional de
Ritz. En este se exige que cierto funcional de u sea mínimo. En este caso se puede asegurar que
las energías obtenidas al diagonalizar matrices finitas son mayores o iguales a las autoenergías
del problema original. En nuestro caso el funcional es F [u] = hu |A|ui − λ hu|ui, donde A es
el Hamiltoniano. Además, bajo ciertas condiciones muy generales se puede asegurar que las
energías convergen a los valores correctos cuando la dimensión de la matriz se hace tender a
infinito.
Para que nuestro problema sea variacional es necesario y suficiente que los autovalores del

operador A formen una secuencia que tenga un mínimo y que cualquier función del espacio
de Hilbert se pueda expresar mediante una serie de las autofunciones. Estas condiciones se
garantizan si el operador A es hermítico y definido positivo (salvo una constante aditiva) [63,

1La ortonormalidad no es estrictamente necesaria. Basta con que sean linealmente independientes.
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p. 774] . Probemos que nuestro Hamiltoniano cumple con esta propiedad. En todos nuestros
problemas el Hamiltoniano tiene la forma

A = H0 + U, (2.38)

donde H0 es el Hamiltoniano sin interacción, cuyos autovalores son conocidos y positivos y

U = − e2

²reh
= − e2

² |re − rh| . (2.39)

El operador U es conflictivo por el hecho de que tiende a −∞ cuando reh −→ 0. La primera
dificultad que se encuentra es que las autofunciones del operador H0, que se emplean como
base del desarrollo en serie, no pertenecen al dominio2 del operador A, pues Aϕn(re, rh) se
hace infinito cuando re = rh. Sin embargo, usando teoremas muy generales se puede probar la
validez del método variacional.
Es posible definir una norma tal que kukA =

phu|A|ui. Esta se conoce como norma
energética (con la energía definida según el operador definido positivo A). Se dice que una
secuencia de funciones un converge en energía a u si lim

n
kun − ukA = 0.

Un operador A es acotado por debajo si existe un número real c tal que toda u de su
dominio cumple hu|A|ui ≥ c hu|ui. En el método variacional el máximo valor posible de c es
precisamente la energía del estado básico.
Consideremos el Hamiltoniano H∞ del excitón en el cristal infinito. Las autofunciones y

autovalores se conocen exactamente y se sabe que los autovalores tienen un mínimo igual a
−Ry = −µe4/²2h2. Entonces H∞+2Ry es un operador definido positivo y acotado por debajo
(con max(c) = Ry). Consideremos ahora Ha + 2Ry, siendo Ha el Hamiltoniano del excitón
confinado en un pozo esférico de radio a. Ahora bien, cualquier función del dominio de Ha se
puede extender a todo el espacio, simplemente poniéndola igual a cero para re > a ó rh > a.
De esta forma para toda u que pertenece al dominio de Ha se cumple que kukHa = kukH∞ y se
dice que Ha es mayor que H∞. Se puede asegurar ( [62], §40, Teorema 1) que los autovalores
de Ha son mayores o iguales que los de H∞. Con esto queda demostrado que Ha + 2Ry es un
operador definido positivo y acotado por debajo. La ecuación (2.35) es la misma para A = Ha
y Ha + 2Ry.
Consideremos ahora el Hamiltoniano del excitón bidimensional con un potencial de confi-

namiento parabólico H2D
ω . Este Hamiltoniano es mayor que el del excitón bidimensional libre

H2D y por tanto sus autovalores también son mayores. H2D tiene autovalores mayores que
−4Ry. Luego, H2D

ω + 5Ry es definido positivo y acotado por debajo.
Finalmente consideremos el Hamiltoniano del excitón en el nanocristal esférico con barre-

ras finitas y masa variable en la intercara. Este se puede demostrar que cumple las mismas
propiedades.
Dado que el momento es un operador hermítico se cumple¿

u

¯̄̄̄
p · 1

m∗(r)
· p
¯̄̄̄
u

À
=

¿
up

¯̄̄̄
· 1

m∗(r)
·
¯̄̄̄
pu

À
(2.40)

2El dominio del operador A es el conjunto de funciones u del espacio de Hilbert tales que Au también
pertenece a dicho espacio.
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y el valor medio del Hamiltoniano es igual a

hu|A|ui =
Z Ã

|∇eu|2
m(re)

+
|∇hu|2
m(rh)

+ V (re) + V (rh)− e2

²reh
|u|2
!
dτ

≥
Z Ã

|∇eu|2
maxm(re)

+
|∇hu|2

maxm(rh)
− e2

²reh
|u|2
!
dτ

= hu|H∞|ui
≥ −Ry hu|ui . (2.41)

Con lo cual queda demostrado que el Hamiltoniano del excitón con barreras finitas y masa
variable es un operador acotado por debajo y A+2Ry es definido positivo. Luego, el problema
de autovalores de A se puede derivar de un principio variacional.
Las soluciones (2.36) que se obtienen del sistema (2.37) convergen en energía a las soluciones

de la ecuación (2.35) si se cumplen las siguientes condiciones[62, §32 y 33]:

1. A es un operador acotado por debajo.

2. {ϕn} es una secuencia linealmente independiente y kϕnkA es finita.
3. La secuencia {ϕn} es completa en norma energética.

En los casos del exitón confinado con paredes rígidas y en el del excitón 2D se cumplen las
dos primeras condiciones, y además las ϕn forman un conjunto completo en el sentido de la
norma uniforme3. No hay relación directa entre las normas uniforme y energética, de modo que
el cumplimiento de la condición 3 lo tomaremos como conjetura.
En el caso de los excitones en nanocristales con barrera finita no se han considerado las

funciones del espectro continuo de H0, de modo que la secuencia {ϕn} no es completa. Aquí
simplemente se ha calculado una aproximación variacional que mejora a las soluciones de pares
electrón-hueco independientes dadas en la referencia [16]. Podemos intuir que las soluciones
son razonables para los estados ligados de menor energía. Para energías cercanas a la brecha del
medio que envuelve al nanocristal debe existir una secuencia de autoenergías del tipo Emediog −
Rymedio/n, correspondientes a excitones extendidos fuera del nanocristal con el centro de masas
anclado en este. Incluso, pueden existir estados, con energías algo menores, en que uno de los
portadores, p.e. el hueco, esté atrapado en el nanocristal y el electrón tenga energía mayor que
la barrera, pero esté ligado al hueco por la atracción coulombiana.

2.2 El problema iónico

2.2.1 Modelo fenomenológico de los fonones óptico-polares de onda
larga

Como vimos en la sección anterior, el problema mecano-cuántico del sólido se divide en dos
partes por medio de la aproximación adiabática. Para cada posición de los iones existe, en

3La convergencia en norma energética es condición suficiente para la convergencia en media cuadrática.
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principio, una energía del sistema multielectrónico que influye en el movimiento de los iones a
manera de energía potencial. En un sólido los átomos ocupan posiciones estables y se desplazan
de sus posiciones de equilibrio en apenas fracciones de angstroms. Por tanto no suele ser
necesario conocer la energía potencial más que en la vecindad de la posición de equilibrio.
La energía potencial se puede desarrollar en serie de Taylor respecto a los desplazamientos,
obteniéndose en segundo orden la aproximación armónica, que se expresa como

V =
X
R,α

X
R0,α0

1

2
uα(R)·

↔
Φα,α0 (R,R

0) · uα0(R0), (2.42)

donde uα(R) es el desplazamiento del átomo α del sitio de la red cristalina R. Con esta
energía potencial los modos de vibración pueden ser resueltos numéricamente. El problema
mayor radica en hallar la función

↔
Φα,α0 (R,R

0). Al igual que para el problema electrónico,
existen métodos ab initio y semiempíricos con los cuales se hallan el desplazamiento de cada
átomo. Estos esquemas se agrupan bajo la denominación de microscópicos. Otra forma de
atacar el problema es asociar los desplazamientos atómicos con un campo vectorial y encontrar
ecuaciones diferenciales para este. Un ejemplo clásico es la teoría de la elasticidad. Por esta vía
se pueden encontrar con frecuencia soluciones analíticas, con la consiguiente ligereza de cómputo
y facilidad de interpretación de resultados. El precio que se paga es que al no considerar el
carácter discreto de la materia sólo sirve para oscilaciones de larga longitud de onda. Por último
existen métodos que combinan las dos filosofías anteriores [82].
En el presente trabajo se hace uso de un modelo fenomenológico [85], desarrollado a inicios

de los años 90 para los modos ópticos en semiconductores polares. Las vibraciones se describen
mediante un campo vectorial u, que representa el desplazamiento relativo de los dos iones de
cada celda elemental y un potencial eléctrico φ acoplado a las oscilaciones mecánicas. Los
parámetros del material son: la densidad de masa reducida ρ = µ/Vc, donde µ es la masa
reducida de los iones y Vc es el volumen de la celda primitiva; ωT (ωL) es la frecuencia de la
rama TO (LO) en el punto Γ; βT y βL son parámetros del material que determinan la ley de
dispersión en la vecindad del punto Γ en la aproximación cuadrática. Las ecuaciones para u y
φ se derivan formalmente a partir de la densidad lagrangiana

L = 1

2
ρ
·
u +

1

2
u· ↔γ ·u− u· ↔α ·∇φ+

1

2
∇φ·

↔
β ·∇φ+

1

8π
(∇φ)2 +

1

2
λijkluijukl, (2.43)

donde

uij =
1

2
(∇iuk +∇kui) . (2.44)

Los tensores
↔
α,

↔
β,

↔
γ y


λ se identifican a partir de las ecuaciones de movimiento. El primer

término en la densidad lagrangiana representa la densidad de energía cinética; el segundo des-
cribe el acoplamiento de los desplazamientos mecánicos consigo mismo; el siguiente describe el
acoplamiento entre el campo eléctrico y el mecánico; los términos cuarto y quinto corresponden
la densidad de energía del campo eléctrico (las contribuciones del medio y del vacío se dan por
separado); finalmente el ultimo término da cuenta de los esfuerzos internos del medio y es el
que produce la dispersión en la frecuencia ω(k). Acorde a la teoría de la elasticidad, el tensor
de esfuerzos

↔
σ se define con las componentes

σij = λijklukl. (2.45)
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Debe notarse que
↔
σ no es el tensor usual de la teoría de la elasticidad, puesto que u

representa el desplazamiento relativo de los iones. Sin embargo tiene las mismas propiedades
de simetría que el tensor de los módulos elásticos.
Las ecuaciones del movimiento, tomadas en los límites de baja y de alta frecuencia permiten

identificar los tensores desconocidos[20]

↔
γ = −ρω2T

↔
1, (2.46a)

↔
β =

1

4π

³↔
ε∞ −

↔
1
´
, (2.46b)

↔
α · ↔γ−1 · ↔α = 1

4π

³↔
ε∞ − ↔

ε0
´
. (2.46c)

Para un medio isótropo todos los tensores son diagonales y en particular

↔
α= α

↔
1=

↔
1

q
(ε0 − ε∞) ρω2T/4π, (2.47)

donde ε0 y ε∞ son las constantes dieléctricas de baja y de alta frecuencia, respectivamente.
Además, las componentes no nulas de λijkl son

λ1111 = λ2222 = λ3333 = ρβ2L, (2.48a)

λ1122 = λ2233 = ... = ρ
¡
β2L − 2β2T

¢
, (2.48b)

λ1212 = λ2112 = ... = ρβ2T . (2.48c)

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.45) se encuentra que el tensor de esfuerzos de un
medio isótropo viene dado por la expresión

σij = ρ
¡
β2L − 2β2T

¢
(∇ · u) δij + ρβ2T (∇iuk +∇kui) . (2.49)

Las ecuaciones del movimiento derivadas de la densidad lagrangiana (2.43) para medio
isótropo son

ρ
..
u = −ρω2Tu− α∇φ−∇· ↔σ, (2.50a)

0 =∇ · (ε∞∇φ− 4παu) . (2.50b)

Estas ecuaciones son una generalización de las ecuaciones de Born y Huang [10]. La ecuación
(2.50b) no es otra cosa que la conocida ecuación de la electrodinámica∇·D = 0. Si se considera
dependencia armónica u(r, t) = u(r) exp(−iωt), φ(r, t) = φ(r) exp(−iωt) y además se escribe
la divergencia de en forma explícita, entonces la ecuación (2.50a) toma la forma

ρ(ω2 − ω2T )u = α∇φ−∇× (ρβ2T∇× u) +∇(ρβ2L∇ · u). (2.50c)

En un medio infinito y homogéneo se pueden proponer como soluciones ondas planas u0 exp(ik ·
r), obteniéndose las autofrecuencias

ω2T (k) = ω2T − β2Tk
2 (2 modos transversales), (2.51a)

ω2L(k) = ω2L − β2Lk
2 (1 modo longitudinal). (2.51b)
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Las ecuaciones (2.51a) y (2.51b) permiten obtener ajustes de β2T y β2L a partir de la ley de
dispersión experimental.
Muchas nanoestructuras están formadas por varias partes homogéneas (al menos ideal-

mente) separadas por superficies que son denominadas intercaras. En las intercaras varían
abruptamente los parámetros α, β2T y β2L. Para calcular los modos normales deben resolverse
las ecuaciones (2.50b) y (2.50c) para cada parte constituyente e imponer condiciones de em-
palme en las intercaras, las cuales deben ser consistentes con las ecuaciones diferenciales. Por
razones físicas y por el hecho de trabajar con ecuaciones diferenciales de segundo orden, u y φ
deben ser funciones continuas en la intercara S

φ|r∈S− = φ|r∈S+ , (2.52)

u|r∈S− = u|r∈S+ . (2.53)

Los índices − y + indican que las funciones son evaluadas en un lado y otro de la superficie
S. Las funciones u y φ deben estar acotadas en cada región puesto que describen magnitudes
físicas. Las derivadas normales de u y φ no pueden ser continuas en S al variar abruptamente
los parámetros del material. Después de integrar las ecuaciones (2.50b) y (2.50c) en un volumen
infinitesimal que encierre la superficie S y aplicar el teorema de Gauss, tal como se hace en la
electrodinámica, se encuentra

↔
σ ·N

¯̄̄
r∈S−

=
↔
σ ·N

¯̄̄
r∈S+

, (2.54)

D ·N|r∈S− = D ·N|r∈S+ , (2.55)

donde N es el vector normal a la superficie S. La condición (2.54) expresa la continuidad del
flujo de fuerza a través de S, mientras que (2.55) es la conocida condición de la electrodinámica
que expresa la continuidad de la componente normal del desplazamiento eléctrico.
Las autofunciones u cumplen la condición de ortogonalidad[83, 82]Z

ρu∗m · undV = Ω0δm,n, (2.56)

donde Ω0 es una constante arbitraria que puede seleccionarse a voluntad y usualmente se toma
igual a la unidad. Sin embargo, es conveniente seleccionarla de forma tal que un tenga dimensión
de longitud y φn de potencial, por ejemplo

Ω0 =
~
2ωn

. (2.57)

Esta selección para Ω0 normaliza los modos correctamente para su cuantificación. Además, las
{um,φm} son autofunciones de cierto operador diferencial[82] que es Hermítico si se cumplen
las condiciones de empalme (2.52-2.55). Existen otras condiciones de empalme que conservan
la Hermiticidad del operador:

Confinamiento total: u = 0 en S y continuidad de φ y D ·N en S. (2.58)

Superficie libre:
↔
σ ·N = 0 en S y continuidad de φ y D ·N en S. (2.59)
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La condición (2.58) es apropiada para nanoestructuras cuyas frecuencias propias de os-
cilación no corresponden a ningún modo de los materiales en que están inmersas. Tal es el
caso de los nanocristales semiconductores inmersos en matrices de vidrio[69] o de GaAs en
AlAs. Matemáticamente (2.58) se puede obtener de las condiciones vistas más arriba cuando
ω2 − ω2L(barrera) À β2Lk

2[20] y (2.59) si se cumple la desigualdad opuesta. En caso de que el
exterior sea el vacío o un medio que no se parezca en nada al interior, es necesario guiarse por
consideraciones físicas.

2.2.2 Modos ópticos en puntos cuánticos autoensamblados

En los puntos cúanticos autoensamblados las dimensiones laterales son mucho mayores que
en la dirección de crecimiento. Atendiendo a las dimensiones características de los modos de
vibración, estos se pueden considerar confinados en la dirección de crecimiento, pero no en el
plano. Esto permite utilizar las soluciones de los pozos cuánticos, sin tener que resolver las
ecuaciones (2.50b) y (2.50c) en la geometría cilíndrica.
Consideremos que la dirección de crecimiento del pozo coincide con el eje Z y con la dirección

cristalográfica (001). En vista de la simetría de traslación en el plano del pozo, son admisibles
las soluciones

u(r) = u(z) exp(iq · ρ),
φ(r) = φ(z) exp(iq · ρ).

Sustituyendo estas en las ecuaciones (2.50b) y (2.50c) se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas para φ(z) y las tres componentes de u(z). La solución general,
bastante engorrosa, se puede encontrar en la Referencia [19]. Sin embargo, en este trabajo sólo
son importantes los fonones con q ∼ 0. En este caso las ecuaciones se desacoplan y se obtiene
[81]
a) Modos transversales

(un)z (z) = 0,

(un)t (z) = An

(
2 sin

h
nπ
Lz

¡
z + Lz

2

¢i
, |z| ≤ Lz

2

0 , |z| > Lz
2

, t = x o y

φn(z) = 0,

ω2n = ω2L − β2T

µ
nπ

Lz

¶2
, n = 1, 2, ...,

donde An = (Ω0/2ρLzS)
1/2 = (Ω0/2ρV )

1/2 es una constante de normalización en correspon-
dencia con (2.56), siendo S el área del disco cuántico o el área de normalización de los fonones
en el plano. Estos modos no tienen campo eléctrico asociado y por tanto no interactúan con
los electrones via Fröhlich.
b) Modos longitudinales
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(un)t (z) = 0, t = x e y,

(un)z (z) = An

(
−2 sin

h
nπ
Lz

¡
z + Lz

2

¢i
, |z| ≤ Lz

2

0 , |z| > Lz
2

,

φn(z) = Cn

(
2 cos

h
nπ
Lz

¡
z + Lz

2

¢i− [1 + (−1)n] , |z| ≤ Lz
2

[(−1)n − 1] sg(z) , |z| > Lz
2

,

ω2n = ω2L − β2L

µ
nπ

Lz

¶2
;n = 1, 2, ...,

con

Cn = An

£
4πρω2L

¡
ε−1∞ − ε−10

¢¤ 1
2

(nπ/Lz)
=

An
(nπ/Lz)

4πα

ε∞
. (2.60)

La condición de normalización implicaZ
ρu2dV =

~
2ωn

=⇒ An =

s
~

4ωnV ρ
(2.61)

Es conveniente escribir el potencial electrostático en la forma

φn(z) =

r
~
2ωn

s
L2z
ρV

4πα

ε∞
Φn(z), (2.62)

Φn(z) =

√
2

nπ

(
cos
h
nπ
Lz

¡
z + Lz

2

¢i− 1
2
[1 + (−1)n] , |z| ≤ Lz

2
1
2
[(−1)n − 1] sg(z) , |z| > Lz

2
.

(2.63)

Las soluciones anteriores satisfacen las condiciones de frontera

u(z = ±∞) = 0, dφ

dz

¯̄̄̄
z=±∞

= 0

y las condiciones de empalme en la intercara del pozo cuántico

u(±Lz/2) = 0,
continuidad de φ y Dz en z = ±Lz/2.

Efecto de los esfuerzos sobre las frecuencias de vibración

En general, el disco cuántico, está sujeto a deformaciones y esfuerzos producto de que las cons-
tantes de la red de los materiales del sustrato y el disco son diferentes. Cuando el disco es muy
fino y el sustrato de alta calidad, el disco replica al sustrato en cuanto a su estructura en el plano
de la intercara (crecimiento seudomórfico). A su vez, la intercara no mantiene exactamente la
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estructura del sustrato, es decir, sufre una reconstrucción. Para lograr el mínimo de la energía
elástica, también se produce un reordenamiento en la dirección de crecimiento. También puede
ocurrir difusión de átomos del disco al sustrato y viceversa. Existe un espesor crítico a partir
del cual se forman islas o dislocaciones, en dependencia de los materiales y las condiciones
de crecimiento, y se relajan parcialmente los esfuerzos. En general, los cambios estructurales
ocurren a escala atómica y deben ser estudiados mediante modelos microscópicos ab initio o
semiempíricos, complementados por microscopia de muy alta resolución. Frecuentemente la
interpretación de las mediciones experimentales, en el borde del límite de resolución, deben
interpretarse con ayuda de simulaciones. Los cambios estructurales ocasionan cambios en los
modos de vibración. Se han realizado diversos cálculos de los estados electrónicos y vibracionales
con alto grado de precisión y varias geometrías [21, 33, 53, 67], haciendo uso de modelos
numéricos. El objetivo de este trabajo es dar un modelo sencillo que describa los aspectos
esenciales de la dispersión Raman en estas estructuras y que permita su fácil empleo para
la interpretación de experimentos. Por ello, utilizaremos las soluciones de los fonones en el
pozo cuántico con una corrección a las frecuencias ωL y ωT tomada de datos experimentales
o calculada para un cristal infinito sujeto a deformación uniforme. En caso de no haber datos
experimentales, la corrección se puede estimar mediante la expresión [64]

ωL −→ ωL + 2∆ΩH − 2
3
∆ΩS, (2.64)

∆ΩH =

µ
p+ 2q

6ωL

¶
(S11 + 2S12) ε

(S11 + S12)
, (2.65)

∆ΩS =

µ
p− q
2ωL

¶
(S11 − 2S12) ε
(S11 + S12)

, (2.66)

donde p y q son los llamados potenciales de deformación fonónicos, S11 y S12 son componentes
del tensor de elasticidad del material. ε es la componente de la deformación en el plano de
crecimiento a que está sometido el material del disco en régimen de crecimiento seudomórfico

ε =
a⊥substrato − a⊥relajado

a⊥relajado
. (2.67)

Las expresiones anteriores son un caso particular de la teoría desarrollada en [15]. Las
condiciones para las cuales son válidas las fórmulas anteriores son: (a) estructura de blenda
de zinc, (b) esfuerzo biaxial en el plano [001] o equivalente, (c) vector de onda del fonón en la
dirección del eje del esfuerzo. La condición (b) se cumple si el disco cuántico es crecido en la
dirección (001) o equivalente.

2.2.3 Modos ópticos en nanocristales esféricos

La solución del sistema (2.50b) y (2.50c) en una geometría esférica es mucho más difícil que para
el pozo cuántico. Sin embargo, existe un método más general[69] aplicable a nanoestructuras
homogéneas por pedazos que da las soluciones de (2.50b) y (2.50c) en función de las soluciones
de las ecuaciones de Hemholtz escalar y vectorial. Sean una función auxiliar escalar Λ y una
vectorial Γ, tales que [69]

Λ =∇ · u y Γ =∇× u.
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estas funciones satisfacen las ecuaciones de Hemholtz escalar y vectorial¡∇2 + q2¢Λ = 0 y
¡∇2 +Q2¢Γ = 0,

donde

q2 =
ν2

R2
=

ω2L − ω2

β2L
y Q2 =

µ2

R2
=

ω2T − ω2

β2T
. (2.68)

El desplazamiento u y el potencial φ resultan iguales a

φ = φH −
4πα

ε∞q2
Λ,

u = −∇
·

α

ρβ2TQ
2
φH +

Λ

q2

¸
+
1

Q2
∇× Γ,

donde φH es una solución de la ecuación de Laplace. Este resultado es válido para cualquier
tipo de condiciones de empalme y cualquier geometría, siempre que las partes constituyentes
sean homogéneas e isotrópicas.
Las ecuaciones de Hemholtz escalar y vectorial son separables en el sistema de coorde-

nadas esféricas. Para la solución de la ecuación vectorial es conveniente utilizar los vectores
ortonormales er, Xl,m y er ×Xl,m, siendo Xl,m los armónicos esféricos vectoriales[44]

Xl,m(ϑ,ϕ) =
−ir×∇Yl,m(ϑ,ϕ)p

l(l + 1)
.

La resolución directa de las ecuaciones y la aplicación de las condiciones de contorno es
un cálculo muy laborioso y conduce a los siguientes resultados para los modos totalmente
confinados[69]:
a) Modos desacoplados puramente transversales.

ω2n,l = ω2T −
¡
βTQ

(l)
n

¢2
,

un,l,m(r) = Ajl
¡
Q(l)n r

¢
Xl,m(ϑ,ϕ),

donde jl es la función de Bessel esférica de orden l y jl
¡
µn,l
¢
= 0, siendo µn,l = Q

(l)
n R. Este modo

no tiene campo eléctrico asociado, razón por la cual no experimenta interacción de Fröhlich con
las excitaciones electrónicas.
b) Modos acoplados.
En este caso se obtienen desplazamientos mecánicos u que tienen componentes en las direc-

ciones er y er×Xl,m y están acoplados a un campo eléctrico. La expresión que se obtiene para
el desplazamiento es[69]:

un,l,m(r) = A

·
− d
dr
(jl(qr)) +

l(l + 1)

r
plgl(Qr)− sl

R
l
³ r
R

´l−1¸
Yl,m(ϑ,ϕ)er (2.69)

− iA
p
l(l + 1)

r

·
−jl(qr) + pl d

dr
(rjl(Qr))− sl

³ r
R

´l¸
er ×Xl,m(ϑ,ϕ),
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pl =
qRj0l(qR)− ljl(qR)

l2gl(QR)− lQRg0l(QR)
, sl = γ

qRj0l(qR) + ε(l + 1)jl(qr)

l + ε(l + 1)
,

gl(z) =

½
jl(z) si z2 > 0
il(|z|) si z2 < 0,

donde il es la función de Bessel esférica modificada.

γ =
ω2L − ω2T
β2TQ

2
, ε =

¡
ε(2)∞ /ε

(1)
∞
¢
,

siendo ε(2)∞ y ε
(1)
∞ las constantes dieléctricas del exterior y el interior del nanocristal, respectiva-

mente. La frecuencia de oscilación es

ω2n,l = ω2L − β2Lq
(l)2
n = ω2L −

¡
βLν

(l)
n /R

¢2
. (2.70)

Los valores de ν = qR y µ = QR, se determinan de la ecuación secular

l(l + 1)jl(ν) {γε [lgl(µ)− µg0l(µ)] + [l + ε(l + 1)] gl(µ)}
= νj0l {γl [µg0l(µ)− lgl(µ)] + [l + ε(l + 1)] [gl(µ) + µg

0
l(µ)]} . (2.71)

Las magnitudes adimensionales ν y µ dependen implícitamente de R, por causa de la ecuaci-
ón (2.68).
La constante de normalización A se determina de la condición de normalización (2.56)

Ω0A
−2 = ρ kuk2 = ρ

Z R

0

(·
− d
dr
(jl(qr)) +

l(l + 1)

r
plgl(Qr)− sl

R
l
³ r
R

´l−1¸2
+
l(l + 1)

r2

·
−jl(qr) + pl d

dr
(rjl(Qr))− sl

³ r
R

´l¸2)
r2dr .

Nótese que kuk, definido en la ecuación anterior, es proporcional a √R. Para el potencial
electrostático φ se obtiene

φn,l,m(r) =

s
~
2ωn,l

1√
Rρ

4πα

ε
(1)
∞

Φn,l(r)Yl,m(ϑ,ϕ),

en función de la parte radial adimensionalizada

Φn,l(r) =

√
R

kuk ×
 jl(qr)−

qRj0l(qR)+
³
ε
(2)
∞ /ε

(1)
∞
´
(l+1)jl(qR)

l+(l+1)ε
(2)
∞ /ε

(1)
∞

¡
r
R

¢l , si r ≤ R
−qRj0l(qR)−ljl(qR)

l+(l+1)ε
(2)
∞ /ε

(1)
∞

¡
R
r

¢l+1
, si r > R.

Para el importante caso l = 0 la ecuación secular (2.71) se reduce a

j00(ν) = 0 (2.72)
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y las soluciones del problema son

un,0,0(r) =
A√
4π

·
− d
dr
(j0(νr/R))

¸
er, (2.73)

Φn,0(r) =

√
R

kuk ×
½
j0(νr/R)− j0(ν) , si r ≤ R

0 , si r > R
. (2.74)

Como se aprecia los modos l = 0 son puramente LO.

2.3 Interacciones

2.3.1 Interacción electrón-radiación

El movimiento de un electrón con carga −e en un campo electromagnético se describe usual-
mente por medio del Hamiltoniano

H =
1

2m

³
p+

e

c
A
´2
− eφ.

En el caso de una radiación electromagnética se suele utilizar la condición de calibración de
Landau φ = 0, ∇ ·A = 0. Hecho esto el término de interacción es

HE−R = H 0
E−R +H

00
E−R =

e

mc
A · p̂+ e2

2mc2
A2.

El término H 00
E−R es de segundo orden respecto al campo electromagnético y no interviene en

procesos de primer orden. En procesos de segundo orden este término es importante cuando la
longitud de onda es menor o igual a la longitud característica del sistema, lo cual no suele ocurrir
en los semiconductores, al menos para los estados importantes en las propiedades ópticas.
Si se cuantifica el campo electromagnético en un volumen V en un medio con índice de

refracción η, el operador de A para un electrón es igual a

A(r) =
X
q,α

s
2π~c2
V ωqη2

eiq·r
³
eαâq,α(t) + e

∗
αâ
†
−q,α(t)

´
,

donde âq,α(t) y â
†
−q,α(t) son los operadores de aniquilación y de creación de fotón dependientes

del tiempo, mientras que eα,q es el vector de polarización de la luz. En las expresiones anteriores
se utiliza la representación de los números de ocupación para los fotones y de coordenadas para
el electrón. Para un sistema de muchos electrones es conveniente trabajar completamente en
la representación de los números de ocupación. Siguiendo la regla para expresar los operadores
monoparticulares en cuantificación secundaria, se expresa el operador de interacción como

Ĥ 0
E−R =

X
i,j


i
¯̄
H 0
E−R

¯̄
j
®
ĉ†i ĉj , (2.75)
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donde i y j son sumadas por todos los estados monoelectrónicos del sistema. Para seguir ade-
lante se necesita hacer ciertas consideraciones. En los procesos ópticos en los semiconductores
sólo intervienen los estados cercanos al máximo de la banda de valencia y al mínimo de la
banda de conducción, cuyas funciones de onda se expresan por medio de la aproximación de
masa efectiva

ψc,e(r) = uc(r)φ
c
e(r), (2.76a)

ψv,h̄(r) = uv(r)φ̃
v

h̄(r), (2.76b)

donde uc y uv son las funciones de Bloch de los extremos de las bandas de conducción y
valencia, respectivamente, mientras que φce y φ̃

v

h̄ son las funciones envolventes correspondientes
4.

Entonces, en la expresión (2.75) separaremos cada sumatoria en dos, una parte sobre la banda
de valencia y la otra sobre la banda de conducciónX

i

=
X
v,h̄

+
X
c,e

,

con lo cual se obtiene

Ĥ 0
E−R =

X
h̄

X
h̄0


v, h̄

¯̄
H 0
E−R

¯̄
v, h̄0

®
ĉ†
v,h̄
ĉv,h̄0 +

X
e

X
e0


c, e
¯̄
H 0
E−R

¯̄
c, e0

®
ĉ†c,eĉc,e0

+
X
h̄

X
e


v, h̄

¯̄
H 0
E−R

¯̄
c, e
®
ĉ†
v,h̄
ĉc,e +

X
e

X
h̄


c, e
¯̄
H 0
E−R

¯̄
v, h̄
®
ĉ†c,eĉv,h̄. (2.77)

La primera línea corresponde a transiciones intrabanda, mientras que la segunda corresponde
a transiciones interbandas. Como la banda de valencia está casi totalmente ocupada, se pasa a
la representación de huecos definiendo los respectivos operadores de aniquilación y creación

d̂v,h = ĉ
†
v,h̄
, d̂†v,h = ĉv,h̄ . (2.78)

O sea, que el operador de creación (aniquilación) de hueco en la banda de valencia v en el
estado h es el operador de aniquilación (creación) de un electrón en el estado h̄, que es el estado
h entendida la inversión temporal. Es conveniente utilizar, en lugar de la función envolvente
de valencia, la correspondiente función de hueco, obtenida aplicando el operador de inversión
temporal

φvh(r) = K̂φ̃
v

h̄(r) =
h
φ̃
v

h̄(r)
i∗
. (2.79)

Los elementos matriciales se evalúan de forma diferente según correspondan a transiciones
interbanda o intrabanda. Para el elemento interbanda se obtiene

c, e
¯̄
H 0
E−R

¯̄
v, h̄
®
=

Z
[uc(r)φ

c
e(r)]

∗ e
mc
Â · p̂

h
uv(r)φ̃

v

h̄(r)
i
d3r

=
e

mc

Z
celda unidad

[uc(r)]
∗ p̂uv(r)d3r ·

Z
Â [φce(r)]

∗ φ̃
v

h̄(r)d
3r

=
e

mc
pcv ·

Z
Â [φce(r)φ

v
h(r)]

∗ d3r. (2.80)

4Nótese que este formalismo no incorpora los efectos de mezcla de bandas. Para obtener estos basta con
hacer ψv,h̄(r) =

P
a uv,a(r)φ

v,a

h̄
(r), donde a especifica las diferentes funciones de Bloch degeneradas en energía

y las funciones φv,a
h̄
(r) se obtienen resolviendo un hamiltoniano multibanda como el de Kohn-Luttinger.
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La propiedad anterior, demostrada en [7] es consecuencia de que la función uv(r) es periódica
y varía mucho más fuertemente que la función envolvente. De manera análoga se obtiene

v, h̄
¯̄
H 0
E−R

¯̄
c, e
®
=

e

mc
pvc ·

Z
Âφce(r)φ

v
h(r)d

3r. (2.81)

Por otra parte, para los elementos intrabanda pvv = pcc = 0, por lo que es necesario
aproximar la función de onda hasta órdenes superiores a la ecuación de masa efectiva. Esto
conduce a la renormalización de la masa del electrón en el operador de interacción. El resultado
es[7] 

c, e
¯̄
H 0
E−R

¯̄
c, e0

®
=

e

mec

Z
[φce(r)]

∗ Â · p̂φce0(r)d3r (2.82)

y 
v, h̄

¯̄
H 0
E−R

¯̄
v, h̄0

®
=

e

mhc

Z
[φvh0(r)]

∗ Â · p̂φvh(r). (2.83)

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.77), y aplicando reglas de conmutación de los ope-
radores se obtiene el operador de interacción en la representación de los números de ocupación
de electrones, huecos y fotones:

Ĥ 0
E−R =

e

mc

X
q,α

s
2π~c2
V ωqη2

³
eαâq,α(t) + e

∗
αâ
†
−q,α(t)

´
·(X

e,e0

µ
m

me

Z
[φce(r)]

∗ eiq·rpφce0(r)d
3r

¶
ĉ†c,eĉc,e0 −

X
h,h0

µ
m

mh

Z
[φvh0(r)]

∗ peiq·rφvh(r)d
3r

¶
d̂†v,h0 d̂v,h

+
X
e,h

µ
pvc

Z
eiq·rφce(r)φ

v
h(r)d

3r

¶
d̂v,hĉc,e +

µ
pcv

Z
eiq·r [φce(r)φ

v
h(r)]

∗ d3r
¶
ĉ†c,ed̂

†
v,h

)
. (2.84)

El primero y segundo términos entre las llaves de la expresión anterior corresponden a las tran-
siciones intrabandas de hueco y de electrón, el tercer término corresponde a la recombinación de
pares y el cuarto su creación. Nótese el signo negativo del segundo término, como corresponde
a la idea intuitiva de que el hueco y el electrón tienen cargas opuestas. En la obtención de la
fórmula anterior se utilizó la propiedadX

h,h0

m

mh

Z
[φvh0(r)]

∗ p̂φvh(r)d
3r d̂v,hd̂

†
v,h0

=
X
h,h0

m

mh

Z
[φvh0(r)]

∗ p̂φvh(r)d
3r (δh,h0 − d̂†v,h0 d̂v,h)

=
X
h

m

mh

Z
[φvh(r)]

∗ p̂φvh(r)d
3r−

X
h,h0

m

mh

Z
[φvh0(r)]

∗ p̂φvh(r)d
3r d̂†v,h0 d̂v,h,

donde el primer término se anula por ser el valor medio del momento de una banda totalmente
ocupada.
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En nuestro trabajo hemos considerado excitones. Se puede pasar a la representación de los
números de ocupación de excitones por medio de las transformaciones (A.6) y (A.7).
Para los elementos interbanda se sustituye directamente (A.7). Por ejemplo, para los ele-

mentos de transiciones valencia→conducción se efectúa

v → c =
X
e,h

µ
pcv

Z
eiq·r [φce(r)φ

v
h(r)]

∗ d3r
¶
ĉ†c,ed̂

†
v,h

=
X
e,h

µ
pcv

Z
eiq·r [φce(r)φ

v
h(r)]

∗ d3r
¶X

µ

Aµ(e, h)
∗D̂†

µ

=
X
µ

Ã
pcv

Z
eiq·r

"X
e,h

Aµ(e, h)φ
c
e(r)φ

v
h(r)

#∗
d3r

!
D̂†
µ

=
X
µ

µ
pcv

Z
eiq·rΨµ(r, r)

∗d3r
¶
D̂†
µ. (2.85)

De manera análoga

c→ v =
X
µ

µ
pvc

Z
eiq·rΨµ(r, r)d3r

¶
D̂µ. (2.86)

Para los elementos intrabanda debe sortearse la dificultad de que aparecen operadores de
aniquilación-creación sólo para electrones o huecos. Consideremos las transiciones c→ c.

c→ c =
X
e,e0

µ
m

me

Z
[φce(r)]

∗ eiq·rp̂φce0(r)d
3r

¶
ĉ†c,eĉc,e0 . (2.87)

Para los estados de un excitón el operador del número de huecos N̂h =
P

h d̂
†
v,hd̂v,h es el operador

unidad5

1̂ =
X
h

d̂†v,hd̂v,h =
X
h,h0
d̂†v,hd̂v,h0

Z
[φvh(rh)]

∗ φvh0(rh)d
3rh. (2.88)

Insertando 1̂ en la expresión (2.87) se obtiene

c→ c =
X
e,e0

µ
m

me

Z
[φce(r)]

∗ eiq·rp̂φce0(r)d
3r

¶
ĉ†c,eĉc,e0

X
h,h0
d†v,hdv,h0

Z
[φvh(r)]

∗ φvh0(r)d
3r. (2.89)

Entonces, reagrupando términos se obtiene

c→ c =
X

e,e0,h,h0

µ
m

me

ZZ
[φce(re)φ

v
h(rh)]

∗ eiq·ree p̂eφ
c
e0(re)φ

v
h0(rh)d

3red
3rh

¶
ĉ†c,ed̂

†
v,hd̂v,h0 ĉc,e0 . (2.90)

5Está implícita la ortogonalidad de las funciones de hueco.
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En esta fórmula se sustituye (A.7) y se reagrupan los términos convenientemente

c→ c =
X
µ,µ0

Ã
m

me

ZZ "X
e,h

Aµ(e, h)φ
c
e(re)φ

v
h(rh)

#∗
(2.91)

×eiq·rep̂e
"X
e0,h0

Aµ(e
0, h0)φce0(re)φ

v
h0(rh)

#
d3red

3rh

!
D̂†
µD̂µ0 (2.92)

=
X
µ,µ0

µ
m

me

ZZ
Ψµ(re, rh)

∗eiq·rep̂eΨµ0(re, rh)d
3red

3rh

¶
D̂†
µD̂µ0 . (2.93)

De forma análoga se obtiene

v → v = −
X
µ,µ0

µ
m

mh

ZZ
Ψµ(re, rh)

∗eiq·rhp̂hΨµ0(re, rh)d
3red

3rh

¶
D̂†
µD̂µ0 . (2.94)

Con estos resultados podemos rescribir el operador de interacción electrón-radiación en la rep-
resentación de los excitones

Ĥ 0
E−R =

e

mc

X
q,α

s
2π~c2
V ωqη2

³
eαâq,α(t) + e

∗
αâ

†
−q,α(t)

´
·
(X
µ,µ0

µ
m

me

ZZ
Ψµ(re, rh)

∗eiq·rep̂eΨµ0(re, rh)d
3red

3rh

¶
D̂†
µD̂µ0

−
X
µ,µ0

µ
m

mh

ZZ
Ψµ(re, rh)

∗eiq·rhp̂hΨµ0(re, rh)d
3red

3rh

¶
D̂†
µD̂µ0

+
X
µ

µ
pvc

Z
eiq·rΨµ(r, r)d

3r

¶
D̂µ +

X
µ

µ
pcv

Z
eiq·rΨµ(r, r)∗d3r

¶
D̂†
µ

)
.

Para obtener una notación más compacta se define


µ
¯̄
H−
E−R(eα,q)

¯̄
G
®
=
e

m

s
2π~
V ωqη2

eα · pcv
Z
eiq·rΨµ(r, r)

∗ d3r, (2.95)


µ
¯̄
H+
E−R(eα,q)

¯̄
G
®
=
e

m

s
2π~
V ωqη2

e∗α · pcv
Z
e−iq·rΨµ(r, r)

∗ d3r, (2.96)


µ
¯̄
H−
E−R(eα,q)

¯̄
µ0
®
= e

s
2π~
V ωqη2

ZZ
Ψµ(re, rh)

∗

×
µ
eiq·reeα · p̂e

me
− e

iq·rheα · p̂h
mh

¶
Ψµ0(re, rh) d

3red
3rh , (2.97)

33




γ
¯̄
H∓
E−R(eα,q)

¯̄
µ
®
=

µ
¯̄
H±
E−R(eα,q)

¯̄
γ
®∗
, γ = G,µ . (2.98)

Después de reagrupar los términos convenientemente se obtiene la siguiente expresión compacta,
que contiene los términos interbanda e intrabanda

Ĥ 0
E−R =

X
q,α,µ

n
G
¯̄
H−
E−R(eα,q)

¯̄
µ
®
âq,αD̂µ +


µ
¯̄
H−
E−R(eα,q)

¯̄
G
®
âq,αD̂

†
µ

+

µ
¯̄
H+
E−R(eα,q)

¯̄
G
®
â†q,αD̂

†
µ +


G
¯̄
H+
E−R(eα,q)

¯̄
µ
®
â†q,αD̂µ

o
+
X

q,α,µ,µ0

n
µ
¯̄
H−
E−R(eα,q)

¯̄
µ0
®
âq,αD̂

†
µD̂µ0 +


µ
¯̄
H+
E−R(eα,q)

¯̄
µ0
®
â†q,αD̂

†
µD̂µ0

o
. (2.99)

Debe notarse que la expresión (2.99) es menos general que (2.84), pues no es válida para
procesos en que intervienen estados con diferente cantidad de electrones y huecos o con más de
un excitón.

2.3.2 Interacción electrón-fonón

Como los modos normales {uν, φν} forman un conjunto completo y ortogonal, sirven de base
para el desarrollo del campo de desplazamientos u(r, t)

u(r, t) =
X
ν

C̃νuν(r) exp(−iωνt) + c.c. (2.100)

y

φ(r, t) =
X
ν

C̃νφν(r) exp(−iωνt) + c.c.. (2.101)

Los coeficientes que aparecen en (2.100) y (2.101) son iguales puesto que uν y φν son
soluciones de un único problema de autovalores. La densidad de momento canónico de u es

π(r, t) =
∂L
∂

.
u
= −iρ

X
ν

ων

h
C̃νuν(r) exp(−iωνt)− c.c.

i
,

mientras ∂L/∂φ̇ = 0.
La cuantificación del campo fonónico se efectúa mediante la sustitución formal

C̃ν exp(−iωνt) −→ Cν b̂ν , C̃∗ν exp(iωνt) −→ Cν b̂
†
ν,

donde Cν se considera real, y b̂ν y b̂†ν y son operadores de aniquilación y creación de Bose.
Estos dependen del tiempo según b̂ν = b̂ν(0) exp(−iωνt) y b̂†ν = b̂

†
ν(0) exp(iωνt). Aplicando la

condición de cuantificación del campo[22]

bu(r, t) · bπ(r0, t)− bπ(r0, t) · bu(r, t) = i~δ(r− r0)
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se obtiene

Cν = 1.

Esta es la justificación de la ecuación (2.57). Con este procedimiento se ha cuantizado el campo
de vibraciones, introduciéndose así el concepto de fonón. El operador de campo del potencial
eléctrico queda

φ̂(r, t) =
X
ν

³
φν(r)b̂ν + φ∗ν(r)b̂

†
ν

´
.

Para el caso de un punto cuántico de radio R se obtiene el Hamiltoniano de interacción
electrón-fonón

−eφ̂(r, t) = −
X

ν={n,l,m}

CF√
R

r
ωL
ων

Φn,l(r)
h
Yl,m(ϑ,ϕ)b̂n,l,m + Y

∗
l,m(ϑ,ϕ)b̂

†
n,l,m

i
,

con

CF = e

µ
~
2ωL

¶ 1
2 4πα
√
ρε
(1)
∞
= e

vuut2π~ωLÃ 1

ε
(1)
∞
− 1

ε
(1)
0

!
.

Para un pozo cuántico de ancho Lz y volumen V se obtiene

−eφ̂(r, t) = −
X

ν={n,q}
CF

r
L2z
V

r
ωL
ων

Φn(z)e
iq·ρ
h
b̂n + b̂

†
n

i
. (2.102)

El operador de interacción para los excitones es

ĤE−L = eφ̂(rh, t)− eφ̂(re, t). (2.103)

Pasando a la representación de los números de ocupación excitónicos, se obtiene

ĤE−L =
Z X

µ

Ψ∗µ(re, rh)D̂
†
µ

³
eφ̂(rh, t)− eφ̂(re, t)

´X
µ0

Ψµ0(re, rh)D̂
†
µ d

3red
3rh

=
X
µ,µ0,ν


µ
¯̄
H+
E−L(ν)

¯̄
µ0
®
D̂†
µD̂µ0 b̂

†
ν +

X
µ,µ0,ν


µ
¯̄
H−
E−L(ν)

¯̄
µ0
®
D̂†
µD̂µ0 b̂ν , (2.104)

donde
µ
¯̄
H+
E−L(ν)

¯̄
µ0
®
=

µ0
¯̄
H−
E−L(ν)

¯̄
µ
®∗

= e

Z
Ψ∗µ(re, rh)

³
φ̂
∗
ν(rh, t)− φ̂

∗
ν(re, t)

´
Ψµ0(re, rh) d

3red
3rh. (2.105)

La expresiones anteriores tienen la interpretación de que H+
E−L(ν) y H

−
E−L(ν) son los oper-

adores que actúan sobre los excitones, asociados a la creación y aniquilación, respectivamente,
de un fonón de índice ν.
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2.4 Dispersión Raman resonante

2.4.1 Formalismo general

En una experiencia común de espectroscopia se irradia la muestra u objeto a estudiar con
una radiación luminosa, típicamente procedente de un generador láser, y se capta la radiación
que la muestra emite como respuesta a la excitación. La radiación emitida se debe a muchos
procesos, uno de los cuales es el efecto Raman. Estos procesos pueden distinguirse atendiendo
a determinadas características como región del espectro, dependencia temporal, dependencia
con la temperatura, anchura de las líneas de emisión, polarización, etc. A veces, sin embargo,
no es posible discriminar cuál de dos o más procesos es el responsable de determinada linea de
emisión. Un proceso de dispersión Raman puede describirse desde el punto de vista cuántico
de la siguiente forma: un fotón incidente sobre la muestra, caracterizado por un vector de onda
kl, frecuencia angular ωl y polarización el, se aniquila creándose un fotón dispersado con vector
de onda ks, frecuencia angular ωs y polarización es. Un esquema del espectro Raman típico se
muestra en la figura 2.3. Producto de ese cambio en el campo de radiación la muestra queda
en un estado diferente al inicial.
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Figura 2.3: Espectro Raman Stokes y anti-Stokes. La línea central corresponde a la luz disper-
sada elásticamente.

El pico señalado como Stokes corresponde a los procesos en que se crea un fonón, mientras
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que el pico anti-Stokes corresponde a los procesos en que se absorbe un fonón. Los procesos
anti-Stokes sólo son importantes a temperaturas relativamente altas. En este trabajo sólo se
estudiarán los procesos Stokes y a bajas temperaturas. Cabe señalar, sin embargo, que sólo
son necesarios unos pocos cambios para tomar en consideración los procesos anti-Stokes. A los
estados inicial y final del proceso los denotaremos por

|Ii = |Nl, 0si⊗ |0i⊗ |Gi , (2.106)

|F i = |Nl − 1, 1si⊗ |np1 , np2, ...i⊗ |Gi , (2.107)

donde Nl y Ns(= 0s, 1s) son números de ocupación de fotones en los estados |li = |el,kli y
|si = |es,ksi; npi son números de ocupación de fonones en los estados |pii (i = 1, 2, ...). |0i y
|Gi representan el estado básico vibratorio y electrónico, respectivamente. Los estados finales
difieren entre sí en los números de ocupación de fonones. Llamaremos PFI a la probabilidad por
unidad de tiempo de transición del estado |Ii al estado |F i. Entonces el número de fotones con
vector de onda ks y volumen d3ks (en el espacio recíproco) dispersados por unidad de tiempo
es igual a

dNs =
X
F

PFI
V

(2π)3
d3ks , (2.108)

donde V es el volumen de cuantificación del campo de radiación. Teniendo en cuenta que
|ks| = ηsωs/c (c es la velocidad de la luz en el vacío y ηs el índice de refracción del medio a la
frecuencia ωs) y siendo dΩs el diferencial de ángulo sólido, se obtiene

d3ks =
³ηs
c

´3
dΩsω

2
sdωs . (2.109)

La sección eficaz de dispersión Raman es igual a la potencia dispersada ~ωsdNs por unidad
de ángulo sólido dΩs y unidad de frecuencia dωs, dividida por la intensidad de la luz incidente
Il = Nl(~ωl/V )(c/ηl) (ηl es el índice de refracción a la frecuencia ωl). Teniendo en cuenta
(2.108), (2.109) y la regla de oro de Fermi para calcular PFI se encuentra que la sección eficaz
es igual a

d2σ

dΩsdωs
=
V 2ω3sηlη

3
s

4π2c4ωl~
1

Nl

X
F

|WFI (ωs, es;ωl, el)|2 δ (EF − EI) , (2.110)

dondeWFI es la amplitud de transición |I(ωl, el)i −→ |F (ωs, es)i. El volumen de normalización
V se cancela con los factores 1/

√
V presentes en los elementos matriciales del operador de

interacción radiación-materia. La diferencia energética entre el estado inicial y final, para un
proceso de emisión de k fonones, es

EI −EF = ~ωl − ~ωs −
kX
j=1

~ωpj . (2.111)

La amplitud de transición puede obtenerse mediante la teoría de perturbaciones dependiente
del tiempo, considerando el operador de interacción Ĥ 0 = ĤE−R + ĤE−L + ĤL−R (electrón-
radiación+electrón-fonón+fonón-radiación). En las condiciones de la dispersión Raman reso-
nante en semiconductores, el término predominante en el desarrollo perturbativo de la amplitud
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de transición es[39]

W
(k)
FI =

X
V1,...Vk+1

D
F
¯̄̄
ĤE−R

¯̄̄
Vk+1

EhQk
j=1

D
Vj+1

¯̄̄
ĤE−L

¯̄̄
Vj
EiD

V1

¯̄̄
ĤE−R

¯̄̄
I
E

hQk
j=0

¡
EI − EVj+1

¢i ,

donde |Vji = |Nl − 1, 0si ⊗
¯̄
np1 , ..., npj−1, 0, ...

® ⊗ ¯̄µj® son estados virtuales intermedios del
sistema, que tienen energía EVj = (Nl − 1)~ωl +

Pj
n=1 ~ωpn. La expresión anterior puede

ser transformada a la notación tradicional en la que sólo aparecen elementos matriciales del
subsistema electrónico, factorizando los elementos matriciales de los operadores de creación y
aniquilación del campo de radiación y de las vibraciones. Si el estado vibratorio final se denota
por |np1 , np2, ....npri, con np1 + np2 + ....+ npr = k, se obtiene

W
(k)
FI = (Nl)

1/2 (np1 !np2!....npr !)
1/2
X
Pe

P̂eMFI(es,ks; p1, ..., pk; el,kl), (2.112)

MFI =
X

µ1,...µk+1


G
¯̄
H+
E−R(es,ks)

¯̄
µk+1

® " kQ
j=1


µj+1

¯̄
H+
E−L(pj)

¯̄
µj
®# 

µ1
¯̄
H−
E−R(el,kl)

¯̄
G
®

"
kQ
j=1

µ
~ωl −Eµj+1 −

jP
n=1

~ωpn + iΓµj+1

¶#¡
~ωl − Eµ1 + iΓµ1

¢ .

(2.113)

H+
E−R, H

−
E−R y H

+
E−L(pj) en (2.113) son operadores que actúan sólo sobre los excitones y sus

elementos matriciales se calculan mediante las ecuaciones (2.95)(2.96) y (2.105), respectiva-
mente. P̂e en (2.112) es el operador de permutación de los índices p1, ..., pk y la suma sobre
Pe se efectúa sobre las permutaciones no equivalentes. En el lenguaje de los diagramas de
Feynman ello corresponde a sumar los diagramas topológicamente no equivalentes. El factor
(np1!np2!....npr !)

1/2 surge cuando el estado final tiene varios fonones idénticos. Los elementos

matriciales
D
Vj+1

¯̄̄
ĤE−L

¯̄̄
Vj
E
vienen dados porD

Vj+1

¯̄̄
ĤE−L

¯̄̄
Vj
E
=

µj+1

¯̄
H+
E−L(pj)

¯̄
µj
®D
npj + 1

¯̄̄
b†pj

¯̄̄
npj

E
=
p
npj + 1

D
µj+1

¯̄̄
H
(pj)
E−L

¯̄̄
µj

E
.

El producto de los factores
p
npj + 1 es igual a (np1!np2 !....npr !)

1/2. Este factor no aparece
usualmente en los modelos de dispersión multifonónica en semiconductores volumétricos, puesto
que la suma sobre los estados finales se convierte en una integral sobre los vectores de onda
de los fonones dentro de la primera zona de Brillouin. El conjunto de vectores de onda con
(np1!np2!....npr !)

1/2 > 1 tiene medida cero y por tanto no contribuye a la integral. Sin embar-
go, en el caso de sumas discretas es necesario tener en cuenta este factor y efectuar la suma
cuidadosamente.
De forma operacional, se necesita sumar sobre los conjuntos no equivalentes {p1, p2, ..., pk},

en los cuales el orden de los p’s es irrelevante. Para expresar la suma directamente en términos
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de los p’s sin repetir elementos debe establecerse un ordenamiento, de modo queX
F={p1,p2,...,pk}

|W (k)
FI |2δ(EF −EI) = Nl

X
p1≤p2≤...≤pk

(np1 !np2 !....npr !)
−1

×
¯̄̄̄
¯̄X
P 0e

P̂ 0eMFI(p1, ..., pk)

¯̄̄̄
¯̄
2

δ(EF −EI)

=
Nl
k!

X
p1,p2,...,pk

¯̄̄̄
¯̄X
P 0e

P̂ 0eMFI(p1, ..., pk)

¯̄̄̄
¯̄
2

δ(EF −EI). (2.114)

En la expresión anterior P 0e son todas las permutaciones entre los índices p’s, incluyendo aque-
llas en que se permutan índices iguales. El cambio de la suma sobre las permutaciones no
equivalentes Pe a la suma sobre todas las permutaciones P 0e se efectúa mediante un factor
(np1!np2!....npr !)

−1, que se obtiene del análisis combinatorio elemental. El cociente k! se debe
al cambio de la sumatoria ordenada a la sumatoria sobre todos los p’s. La ecuación (2.114),
aunque es más costosa desde el punto de vista computacional, es más simple desde el punto de
vista teórico.
Del examen de la ecuación (2.113) se ve que la probabilidad de transición alcanza valo-

res máximos para determinadas energías de los fotones incidentes, efecto que se conoce como
resonancia y de ahí el nombre de efecto Raman resonante. Ocurren resonancias de entrada,
intermedias y de salida a las energías

~ωl =


Eµ1 entrada

Eµj+1 +
jP
n=1

~ωpn
½
intermedias (j < k)
salida (j = k) .

(2.115)

2.4.2 Efecto de la distribución estadística de tamaños

Usualmente los nanocristales se obtienen inmersos en un medio transparente y presentan una
distribución en cuanto a formas y tamaños. En muchas situaciones experimentales lo que se
mide es la sección eficaz promedio¿

d2σ

dΩsdωs

À
=

Z
d2σ(V, τ)

dΩsdωs
F (V, τ)dV dτ ,

donde la integral se plantea génericamente sobre los volúmenes V y las formas (τ es un conjunto
de parámetros que determina la forma) de los puntos cuánticos y F (V, τ) es la función de
distribución. En el caso de los nanocristales inmersos en una matriz de vidrio estos adoptan
una forma aproximadamente esférica6 y presentan una distribución F (R) en cuanto a su radio
R.
Para una energía del fotón incidente ~ωl dada, las condiciones (2.115) determinan un con-

junto de radios de resonancia {Rr} y sus correspondientes niveles resonantes {Er} con ancho
espectral {Γr}. Cuando el radio del punto se aparta del radio de resonancia Rr, la sección

6En algunos trabajos se han considerado formas esferoidales[26, 28, 24].
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eficaz disminuye abruptamente. Así, a la sección promedio contribuyen de forma efectiva sólo
los nanocristales con radio próximo a Rr en un rango δRr que es típicamente del orden de la
décima de angstrom. En un intervalo tan pequeño, los elementos matriciales y las frecuencias
de los fonones son constantes. Sobre esta base se puede emplear la siguiente aproximaciónZ

d2σ(R)

dΩsdωs
F (R)dR '

X
r

d2σ(Rr)

dΩsdωs
F (Rr)δRr. (2.116)

Para estimar δRr consideremos solamente los términos resonantes en la amplitud de transición
(2.113) y desarrollemos la energía del nivel resonante Er(R) en serie de Taylor hasta el primer
orden

Er(R) ' ~ωl +E0r(Rr)(R−Rr).

Con estas simplificaciones se obtiene la relación de proporcionalidad

d2σ(R)

dΩsdωs
∝ 1¯̄

(dEr/dR)|Rr (R−Rr) + iΓr
¯̄2 .

Efectuando la integración en R se obtiene

δRr =
πΓr

(dEr/dR)|Rr
.

Nótese que la sección eficaz evaluada en el radio de resonancia es proporcional a Γ−2r y como
δRr es proporcional a Γr la sección promedio es proporcional a Γ−1r . La validez de este estimado
fue comprobado con un cálculo de control en que se realizó la integración numérica sobre el
radio.
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Capítulo 3

Dispersión Raman resonante de primer
orden

En este capítulo se estudian algunas aplicaciones de la teoría del capítulo anterior al efecto
Raman de primer orden en nanoestructuras semiconductoras. Aplicando la fórmula (2.113)
para el caso particular de dispersión por un fonón se obtiene

M
(1)
FI (p) =

X
µ1,µ2


G
¯̄
H+
E−R

¯̄
µ2
® 
µ2
¯̄
H+
E−L(p)

¯̄
µ1
® 
µ1
¯̄
H−
E−R

¯̄
G
®³

~ωl −Eµ2 − ~ωp + iΓµj+1
´ ¡
~ωl −Eµ1 + iΓµ1

¢ . (3.1)

Dado que la longitud de onda de la luz visible es mucho mayor que la constante de la red
y las dimensiones de los puntos cuánticos, los procesos ópticos se pueden describir mediante
la aproximación dipolar eléctrica q = 0. En las próximas secciones se calculan los elementos
matriciales para geometrías particulares.

3.1 Puntos cuánticos esféricos

Uno de los sistemas utilizados para el estudio de los puntos cuánticos son los vidrios dopados
con semiconductores, que contienen nanocristales con determinado tamaño o forma, según
sean las condiciones de crecimiento o el tratamiento térmico a que se les someta. Con un
tratamiento adecuado es posible obtener nanocristales tan pequeños que manifiestan los efectos
de confinamiento en los fonones.
En esta sección se estudia la sección de dispersión Raman de primer orden para puntos

cuánticos de CdS con el propósito de comparar los resultados de diferentes modelos de confi-
namiento para el electrón y el hueco. La discusión que se expone aquí tiene como antecedente
el trabajo de Chamberlain et al [16], en el que se estudió la dispersión Raman resonante en
nanocristales sin considerar los efectos excitónicos. En la presente contribución se han incluido
los efectos de los excitones y utilizado diferentes modelos de confinamiento para los portadores
de carga.
El sistema estudiado es un nanocristal de CdS inmerso en vidrio. Los estados electrónicos

y los modos de vibración del nanocristal son modificados por el medio que les rodea. Por
ser un material amorfo, las funciones de onda fuera del nanocristal no obedecen a la ecuación
de masa efectiva y rigurosamente deben describirse mediante métodos más sofisticados. En el
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Tabla 3.1: Parámetros utilizados para el cálculo de nanocristales de CdS inmersos en vidrio.
Los parámetros son los mismos de la Ref. [16], excepto ²0.

Parámetros CdS Vidrio
Eg (eV) 2.6 7

ωL (cm−1) 305
βL (10

3m/s) 5.04
me/m0 0.18 1
mh/m0 0.51 1
Ue0 (eV) 2.5
Uh0 (eV) 1.9

² 7.8a
aRef. [90]

modelo más sencillo se considera que el vidrio actúa como una barrera de potencial infinita y
los electrones están totalmente confinados en el punto cuántico. Aunque este modelo da buenos
resultados, los electrones y huecos del punto cuántico pueden penetrar un poco en el vidrio.
Esta penetración puede modelarse extendiendo al vidrio el rango de validez de la ecuación
de masa efectiva y considerando barreras de confinamiento finitas, cuyas alturas se pueden
obtener mediante ajustes a datos experimentales. Este modelo es una corrección al modelo de
barreras infinitas y es bueno si la penetración de los electrones se mantiene pequeña. Debido a
la ausencia de datos para el electrón en el vidrio, en los cálculos se han considerado las masas
efectivas del electrón y el hueco iguales a la masa del electrón libre m0 [16].
En la aproximación dipolar, el elemento matricial de creación del excitón µ es


µ1
¯̄
H−
E−R(el, 0)

¯̄
G
®
=
e

m

s
2π~
ωlη2

el · pcv√
V
fµ={N,L,M,P}, (3.2)

fN,L,M,P =

Z
Ψ∗N,L,M,P (r, r) d

3r = δL,0 δM,0 δP,1
X
ne,nh

X
l

(−1)l

×√2l + 1CN,0,0,1(ne, nh, l, l)
Z ∞

0

Rne,l(r)Rnh,l(r) r
2 dr. (3.3)

En la obtención de este resultado se utilizó la identidad[22]

(lelhmemh|00) = (−1)le−meδle,lhδme,−mh
/
p
2le + 1.

En el caso de barreras infinitas la integral radial de la expresión (3.3) es igual a δne,nh.
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El elemento matricial de la emisión del fonón p = {np, lp,mp} es igual a
N 0, L0,M 0, P 0

¯̄
H+
E−L (np, lp,mp)

¯̄
N,L,M,P

®
=X

α,α0
CN 0,L0,M 0,P 0(α

0)∗CN 0,L0,M 0,P 0(α)
X

me,mh,m0
e,m

0
h

(lelhmemh|LM)(l0el0hm0
em

0
h|L0M 0)

× CF√
R

n
δn0hnhδl0hlh


n0e, l

0
e|Φnp,lp |ne, le

®D
Yl0e,m0

e
|Y ∗lp,mp

|Yle,me

E
−δn0eneδl0ele


n0h, l

0
h|Φnp,lp |nh, lh

®D
Yl0h,m0

h
|Y ∗lp,mp

|Ylh,mh

Eo
, (3.4)

donde 
n0, l0|Φnp,lp |n, l

®
=

Z ∞

0

Rn0l0(r)Φnp,lp(r)Rn,l(r)r
2 dr . (3.5)

En el capítulo 4 se puede ver la deducción de la fórmula general de (3.4). No obstante, por
su sencillez, presentamos aquí el resultado particular para los procesos Raman de un fonón.
En la aproximación dipolar, los únicos excitones que pueden ser creados o aniquilados por

la radiación tienen L,L0 = 0 y P,P 0 = 1 Por tanto sólo hace falta evaluar el elemento matricial
hN 0, 0, 0, 1|H+

E−L|N, 0, 0, 1i. Utilizando la forma de los coeficientes de Clebsch-Gordan para
L =M = 0 se encuentra

hN 0, 0, 0, 1|H+
E−L (np, lp,mp) |N, 0, 0, 1i =def CF√

R
hN 0|h(np)E−P |Ni

=
CF√
R

X
n0e,ne,n0h,nh,l

CN 0,0,0,1(n
0
e, l, n

0
h, l)

∗CN,0,0,1(ne, l, nh, l)
1

2l + 1

× ©δn0h,nh n0e, l|Φnp,lp |ne, l®− δn0e,ne

n0h, l|Φnp,lp |nh, l

®ª lX
m=−l

D
Yl,m|Y ∗lp,mp

|Yl,m
E
.

En la fórmula anterior se ha definido el elemento matricial adimensional hN |h(np)E−P |Ni. Usando
el teorema de la adición de los armónicos esféricos[44] se halla

lX
m=−l

hYl,m|Y ∗lp,mp
|Yl,mi =

Z lX
m=−l

|Yl,m(ϑ,ϕ)|2Y ∗lp,mp
(ϑ,ϕ)dΩ =

2l + 1√
4π

δlp,0δmp,0 (3.6)

y por tanto

hN 0|h(np)E−P |Ni = δlp,0δmp,0

X
n0e,ne,n0h,nh,l

CN 0,0,0,1(n
0
e, l, n

0
h, l)

∗CN,0,0,1(ne, l, nh, l)

× 1√
4π

©
δn0h,nh


n0e, l|Φnp,lp|ne, l

®− δn0e,ne

n0h, l|Φnp,lp |nh, l

®ª
.

En conclusión, los modos vibracionales que contribuyen a la dispersión Raman tienen lp = 0.
A manera de resumen, las reglas de selección para un proceso Raman de un fonón son

∆N 6= 0, L = 0, M = 0, P = 1,
∆np 6= 0, lp = 0, mp = 0 .

(3.7)
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Figura 3.1: Densidad de probabilidad del hueco
R
4πr2|ΨN(re, r)|2d3re (curvas A) y del electrónR

4πr2|ΨN(r, rh)|2d3rh (curvas B) para los estados N = 1, 2, 3 (L = 0) de un nanocristal de
radio R = 2 nm, en función de la distancia al centro r. Líneas continuas: modelo excitónico III;
Líneas de trazos: modelo I, de par electrón-hueco independientes; Líneas de puntos y trazos:
modelo excitónico II, de barrera infinita con un radio efectivo. En (c) las densidades del electrón
y el hueco en modelo II son casi iguales y se indican como A,B.
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Los modelos del excitón que se van a estudiar y comparar, en cuanto a su importancia para
el efecto Raman, son los siguientes

I Electrón y hueco independientes con confinamiento finito. No se considera la interacción
coulombiana y la función de onda del par se da por la expresión (2.6). La parte radial de
las funciones monoparticulares se da por (2.13).

II Electrón y hueco correlacionados por la atracción Coulombiana y confinados por un po-
tencial infinito con un radio efectivo. La función de onda se da por la ecuación (2.7). La
parte radial de la función de onda monoparticular es (2.3) con un radio efectivo Ref que se
toma como un parámetro para ajustar la energía del estado básico del par electrón-hueco
a la energía obtenida en el modelo I.

III Electrón y hueco correlacionados por la atracción Coulombiana y confinados por un po-
tencial finito. La función de onda se da por la ecuación (2.7) y la parte radial de la función
de onda monoparticular es (2.13). Este modelo integra la barrera de confinamiento finita
del modelo I y los efectos excitónicos del modelo II.

El modelo I da resultados equivalentes a los del trabajo de Chamberlain et al [16], pues
nuestras funciones de onda se obtienen de aquellas mediante un cambio de base.
En cuanto a los cálculos del estado excitónico, en el modelo II el número de términos de

la serie se escoge de forma que la energía de los estados resonantes muestre convergencia con
una precisión de 1 meV. Para los cálculos aquí presentados fueron suficientes 40 funciones
bases. Se hicieron algunos cálculos de prueba con 60 funciones base para comprobar que la
energía y la sección eficaz son estables. Los factores limitantes en el tiempo de cálculo, eran
las integrales radiales y la evaluación de la amplitud de transición, ambos procesos requieren
integración numérica. En la evaluación de la amplitud de transición se utilizaron sólo los 20
estados excitónicos de menor energía. Para el modelo III, se usaron como base todos los estados
de par electrón-hueco de la parte discreta del espectro, que son 17 para el radio de 2 nm.
Veamos las características más notables de los excitones considerados en un nanocristal de

CdS de 2 nm de radio inmerso en vidrio. En la figura 3.1 se muestra la densidad de probabilidad
radial para electrones y huecos en los estados excitónicos de menor energía con L = 0, donde
r es la distancia al centro del nanocristal. La densidad radial para una cuasipartícula se
obtiene integrando la función de onda del excitón en las coordenadas de la otra cuasipartícula
y multiplicando por 4πr2. El cambio del valor de la pendiente para r/R = 1 se debe al salto de
la masa efectiva al atravesar la superficie. La línea discontinua corresponde al modelo I, la línea
de puntos al II y la línea sólida al III. En el estado N = 1, L = 0 el efecto de la interacción es
empujar al electrón y al hueco hacia el centro. Como puede notarse, en este sistema (nanocristal
de CdS de radio 2 nm) el efecto de descompensación entre el electrón y el hueco se debe en
mayor medida a las diferencias del confinamiento y no a la interacción coulombiana, a diferencia
del caso de confinamiento por paredes infinitas. Esto indica que para calcular valores absolutos
de la intensidad Raman es necesario considerar la finitud del confinamiento. En la figura 3.2(a)
se compara la sección eficaz Raman calculada para luz incidente en resonancia de entrada con
el excitón N = 1, L = 0 usando los modelos I, II y III para los estados electrónicos intermedios.
Las resonancias ocurren en las energías: ~ωl = 2.870 eV con el modelo de excitón con barreras
finitas (III), ~ωl = 3.014 eV con el modelo de electrón y hueco independientes (I) y ~ωl = 2.878
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Tabla 3.2: Valores de los coeficientes CN,0,0,1, energías de resonancia EN (entrada) y EN + ~ωp
(salida), fuerza del oscilador |fN |2 y elementos matriciales adimensionales de la interacción
electrón-fonón hN |h(np)E−P |N 0i para diferentes modos de vibración np que contribuyen a la sección
eficaz Raman, calculados mediante los modelos I, II y III y los parámetros de la tabla 3.1.

N CN,0,0,1(ne, nh, le, lh)
2 EN(eV ) |fN |2 np hN |h(np)E−P |Ni hN |h(np)E−P |N + 1i
(EN + ~ωp)

a) Modelo III
2.870 1 −9.5× 10−2 2.3× 10−1

1 C(1, 1, 0, 0)2 = 0.98 (2.908) 1.67 2 −8.4× 10−3 9.4× 10−2
3 −8.1× 10−5 −1.3× 10−3

C(1, 2, 0, 0)2 = 0.83 3.292 1 −1.1× 10−1 3.8× 10−3
2 C(1, 1, 1, 1)2 = 0.16 (3.329) 1.08 2 −1.4× 10−1 −6.2× 10−2

3 −5.0× 10−2 −1.8× 10−2
C(1, 2, 0, 0)2 = 0.16 3.339 1 −5.9× 10−2 −1.1× 10−1

3 C(1, 1, 1, 1)2 = 0.82 (3.376) 2.74 2 4.0× 10−3 4.2× 10−3
3 8.3× 10−3 2.1× 10−2

b) Modelo I
3.014 1 −8.6× 10−2 −2.6× 10−1

1 C(1, 1, 0, 0)2 = 1 (3.051) 0.96 2 −3.0× 10−3 −9.2× 10−2
3 −2.8× 10−4 −5.3× 10−3

3.439 1 −1.2× 10−1 0
2 C(1, 2, 0, 0)2 = 1 (3.476) 0.03 2 −1.7× 10−1 0

3 −5.0× 10−2 0
3.479 1 −7.0× 10−2 0

3 C(1, 1, 1, 1)2 = 1 (3.516) 2.87 2 2.6× 10−2 0
3 −1.9× 10−3 0

c) Modelo II Ref = 26.1 Å
1 −0.012

1 C(1, 1, 0, 0)2 = 0.98 2.878 1.829 2 −0.00161
3 −0.00018
1 −0.0196

2 C(1, 2, 0, 0)2 = 0.97 3.205 0.129 2 −0.074
3 −0.003
1 −0.00015

3 C(1, 1, 1, 1)2 = 0.958 3.310 4.045 2 −0.00149
3 −0.00009
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Figura 3.2: Sección eficaz Raman de un punto cuántico de CdS de radio 20 Å, calculada
mediante los modelos I, II y III (ver el texto) y para resonancias de entrada con los estados: a)
N = 1, L = 0, con energía ~ωl =3.014 (modelo I), 2.878 (II) y 2.870 (III) eV; b) N = 2, L = 0,
~ωl =3.439 (I), 3.205 (II) y 3.292 (III) eV; c) N = 3, L = 0, ~ωl =3.479 (I), 3.310 (II) y 3.339
(III) eV.
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eV con el modelo de excitón con barreras infinitas y radio efectivo Ref = 26 Å (II). Como se
aprecia, la energía del excitón en su estado básico se obtiene en el modelo II con una diferencia
de 8 meV, respecto al modelo III. Luego, la aproximación que representa el empleo de un radio
efectivo es adecuada para la energía del estado básico. El excitón N = 1 (se infiere L = 0 de
aquí en adelante), según se aprecia en la tabla 3.2(a), se compone fundamentalmente del par
electrón-hueco con números cuánticos ne = nh = 1, le = lh = 0, al cual corresponde una fuerza
del oscilador |fN |2 alta y que aporta la mayor contribución a la sección eficaz en resonancia.
La forma del espectro en resonancia con el estado N = 1, es casi la misma con los tres

modelos. La gran diferencia se encuentra en los valores absolutos, que son menores en el
modelo de radio infinito (II). Claramente, los factores dominantes en el valor absoluto de la
sección eficaz son: a) El valor de la fuerza de oscilador fN , b) la descompensación entre las
densidades del electrón y el hueco provocada por el desigual confinamiento. En la figura 3.1
se aprecia que la descompensación del estado N = 1 es ligeramente mayor en el modelo III
que en el I, lo cual se refleja en los valores de los elementos matriciales hN |h(np)E−P |Ni reportados
en la tabla 3.2. Para excitones completamente confinados, el elemento h1|h(np)|1i es un orden
de magnitud menor que en los modelos de barrera finita I y III. Esto representa dos órdenes
de magnitud en la sección eficaz y es la causa de la diferencia en valores absolutos que se
observa en la figura 3.2. Debe notarse que la masa de los electrones fuera del nanocristal es 5
veces mayor que en el interior y es la causa de la gran descompensación electrón-hueco. No se
conocen las masas efectivas en el vidrio y se ha supuesto que es la masa del electrón libre, pero
pudiera ser menor. Por tanto el salto de la masa del electrón en la superficie puede ser menor
que el que se ha supuesto y por tanto, la sección Raman real sería menor que la calculada.
Para resolver esta interrogante se necesitan datos experimentales de los valores absolutos de
la sección eficaz y una determinación precisa de los niveles de energía. Una descompensación
grande se obtiene también si la barrera de confinamiento es muy pequeña o para determinados
radios del nanocristal, en que la energía del electrón o el hueco se aproxime a la altura de la
barrera. En este caso una de las cuasipartículas (la de energía cercana a la barrera) penetra
mucho más que la otra en el medio que envuelve al nanocristal, como se ilustra en la figura 3.4.
La figura 3.2(b) muestra el espectro Raman de resonancia de entrada con el excitón N = 2.

Este está compuesto principalmente por el par electrón-hueco con números cuánticos ne =
1, nh = 2, le = lh = 0 , el cual tiene una actividad óptica débil (ver |f2|2 en la tabla 3.2(b).
Sin embargo, debido a la interacción electrón-hueco, el excitón N = 2 del modelo III tiene un
aporte apreciable del par ne = 1, nh = 1, le = lh = 1. Como resultado |f2|2 = 1.08 y hay una
fuerte resonancia de entrada. Este es un efecto excitónico que depende del confinamiento, pues
en el modelo II no ocurre. Al examinar la tabla 3.2(a) se aprecia que el elemento matricial
h2|h(np)|2i (en negrita) es máximo para np = 2, y sin embargo, el pico mayor corresponde al
fonón np = 1. Esto es un efecto de interferencia debido a transiciones virtuales al excitón
N = 3. La figura 3.2(c) muestra el espectro para el caso de resonancia de entrada con el estado
N = 3. En este caso los resultados de los modelos I, II y III son muy diferentes: (a) El modelo
II predice una sección eficaz menor que en la resonancia con N = 1 (figura 3.2(a)), al contrario
de los modelos I y III; (b) En el modelo III el pico del fonón np = 2 es mayor que el np = 1.
Este último detalle, bastante raro, se explica de la siguiente forma. En los modelos I y III
la energía de resonancia de entrada con el estado N = 3, ~ωl = E3 está a sólo 10 meV de
la energía de resonancia de salida con el estado N = 2, ~ωs ' E2 + ~ωp. Esto significa que
ocurre una cuasi-doble-resonancia con los estados N = 2 y N = 3. La amplitud de transición
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Figura 3.3: Intensidad Raman para un punto cuántico de CdS de 2 nm de radio, en función de la
energía del fotón incidente, calculada con el modelo III (línea continua) y I (línea discontinua).

depende fuertemente de los elementos matriciales h2|h(np)|3i, cuyo máximo se alcanza para
np = 2 en el modelo III. En el modelo I la condición es prácticamente de doble resonancia, pero
h2|h(np)|3i = 0 por razones de simetría. Luego, (b) es un efecto excitónico dependiente de las
particularidades del confinamiento. Además, se calculó el espectro para resonancia de salida
con N = 3, usando los modelos I y III y se comprobó que los espectros son cualitativamente
iguales, como debe ser ya que no hay doble resonancia.
Finalmente, en la figura 3.3 se muestra la intensidad Raman del fonón np = 1 en función

de la energía del fotón incidente. La intensidad Raman de un fonón determinado se obtiene de
integrar la sección eficaz (2.110) en el rango de frecuencias de dicho fonón. Ante la ausencia
de datos experimentales se ha usado el ensanchamiento Γ = 5 meV[90] para todos los esta-
dos excitónicos. Esta figura resume los efectos excitónicos en los valores absolutos discutidos
arriba. Se aprecia el corrimiento hacia el rojo producto de la atracción electrón-hueco. Los
picos correspondientes a las resonancias con el par electrón-hueco N = 2 (del modelo I) son
insignificantes comparados con los de N = 1 y 3. El modelo III predice resonancias más fuertes
que el I para el excitón N = 1, lo cual se explica por el aumento de la fuerza del oscilador. En
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Figura 3.4: Para determinados radios del punto cuántico la energía del electrón se puede acercar
a la altura de la barrera de confinamiento. La función de onda se extiende a gran distancia
del pozo de potencial y se produce una descompensación grande entre las funciones de onda
del electrón y el hueco. Para otros radios, puede ser el hueco el que penetre la barrera.

todos los modelos, la resonancia de salida N = 1 es más fuerte que la de entrada, al contrario
del caso N = 2. Esto es una característica de la interacción de Fröhlich en los puntos cuánti-
cos. El excitón N = 2 tiene una fuerza del oscilador 30 veces mayor que el par electrón-hueco
(tabla 3.2), lo cual causa la fuerte resonancia de entrada N = 2 observada en la figura. La
cercanía de los niveles 2 y 3 provoca la interferencia destructiva entre las resonancias N = 2
de salida y N = 3 de entrada (sólo para el fonón np = 1). Finalmente se observa que el pico
de resonancia de salida N = 3 es menor en el modelo III que en el I. Ello se explica por la
reducción de la descompensación entre el electrón y el hueco (ver figura 3.1(c)).

3.2 Puntos cuánticos autoensamblados

La dispersión Raman resonante permite obtener información sobre los estados electrónicos y
vibracionales de los sistemas sólidos y ha sido poco utilizada para el estudio de los puntos
cuánticos autoensamblados. En esta sección se calcula la sección eficaz en estas estructuras,
se estudian las características del proceso y la información física que se puede obtener de los
datos experimentales.
Siguiendo la misma metodología de la sección anterior y los resultados mostrados en el

capítulo 2 para la geometría de disco, se calculan los elementos matriciales. Los elementos de
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la interacción excitón-radiación son proporcionales a la integral de solapamientoZ
Ψne,nh;Ny,Nx,m(r, r) d

3r = Θm(0)

Z
φne(z)φnh(z)dz

Z
ϕNx,Ny(R)d

2R. (3.8)

Las integrales anteriores se calculan explícitamente en el apéndice B. Sustituyendo en la integral
de solapamiento se encuentra

µ1
¯̄
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E−R(el, 0)
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®
= 2 e

m0
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−∞
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(3.9)

con A(n) = (−1)n(2n − 1)!!/p(2n)!. En la ecuación anterior ne − nh, Nx y Ny son números
pares1. En caso contrario el elemento matricial es cero y la transición es prohibida en la
aproximación dipolar eléctrica. Debe notarse que sólo es necesario evaluar los coeficientes
anx,ny para nx, ny pares.
Los elementos matriciales de la interacción excitón-fonón son
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Fijando la atención en la integral del electrón y utilizando la separabilidad de las funciones
de onda del excitón se obtieneD
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h|Φn(ze)e−iq·re|ne, nh;Ny, Nx,m

E
= δn0h,nh

D
n
0
e|Φn(ze)|ne

ED
N

0
x|e−iqxX |Nx

ED
N

0
y|e−iqyY |Ny

ED
m

0|e−iq·ρ mh/M |m
E
. (3.11)

Aquí se empleó la identidad re = R+(mh/M)ρ. En la fórmula anterior se distinguen claramente
las partes correspondientes al movimiento relativo del electrón y el hueco en el plano XY ,
el movimiento en Z y el movimiento del centro de masa. Utilizando las propiedades de los
polinomios de Hermite se obtiene para la parte del centro de masa la siguiente expresión (ver
apéndice B) D

N
0|e−iqxX |N

E
= exp

µ
− q2x
4α2M

¶
min

"r
N 0 !

N !
,

r
N !

N 0 !

#

×
µ
− iqx√

2αM

¶|N 0−N |
L
|N 0−N |
max(N,N 0)

"µ
qx√
2αM

¶2#
, (3.12)

con α2M = Mωx/~, M es la masa total del excitón y Lba(ξ) son los polinomios asociados de
Laguerre. El vector de onda del fonón se cuantifica usando las condiciones de Born-von Karman

1Si el confinamiento en Z no es simétrico no es necesario que ne − nh sea par.
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qx,n = nπ/Lx, |n| < Lx/a0. Evaluando en el límite de la primera zona de Brilluoin qx,max = π/a0
se obtiene

exp

µ
−q

2
x,max

4α2M

¶
= exp

µ
− π2/a20
4Mωx/~

¶
= exp

µ
−π2µ

4M

L2x
a20

¶
Para Lx mucho mayor que la constante de la red a0 el exponencial anterior es muy pequeño.
En vista de esto sólo es necesario considerar los fonones con vector de onda en la vecindad del
punto Γ. Se hace la aproximación qx = 0, que es el punto maximal de (3.12) y se obtiene δN 0,N .
Haciendo el mismo razonamiento para la dirección Y se obtieneD

m
0
, N

0
x, N

0
y;n

0
e, n

0
h|Φn(ze)|ne, nh;Ny, Nx,m

E
= δNx0,NxδNy 0,Nyδm0,mδnh0,nh

D
n
0
e|Φn(ze)|ne

E
.

(3.13)

Para la interacción hueco-fonón se obtiene una expresión similar con

n
0
h|Φn(ze)|nh

®
. La

fórmula para

n
0
i|Φn(zi)|ni

®
se obtiene integrando directamente y haciendo uso de la ecuación

(2.24). El elemento matricial es no nulo sólo para fonones pares n = 2l. Para interacción entre
elementos de distintas subbandas se obtiene
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Para el caso n0i = ni se obtiene

hni|Φ2l(z)|nii = −
√
2

2lπ
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1
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1
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mAkB
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Lz
2

"
1 +

µ
mAkB
mBkA
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. (3.15)

La expresión anterior es válida para electrones (i = e) y huecos (i = h). El diferente
confinamiento del electrón y el hueco es lo que produce la descompensación y la aparición de
procesos Raman con carácter permitido. De no existir descompensación se haría necesario
incluir la correlación entre las distintas subbandas ne, nh y desechar la aproximación qx, qy = 0.
La anulación del elemento matricial hn0i|Φ2l+1(z)|nii es una expresión de la conservación de la
paridad, provocada por el confinamiento simétrico de los fonones, electrones y huecos.
En resumen, se obtienen las siguientes reglas de selección para el proceso Raman consider-

ado:

|ne − nh| = 0, 2, ...; Nx, Ny = 0, 2, ...; ∆Nx,y = 0; n = 2, 4, .... (3.16)
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Resumiendo los resultados anteriores, la expresión para el elemento matricial de la interac-
ción excitón-fonón queda
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y;n

0
e, n

0
h|H+
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E
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h
δnh0,nh

D
n
0
e|Φn(ze)|ne

E
− δne0,nh

D
n
0
h|Φn(zh)|nh

Ei
. (3.17)

Juntando todos los elementos y acomodando las expresiones se obtiene para la sección eficaz
diferencial la expresión

∂2σ
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X
n
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w(2n)
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(3.19)

con

S0 = 32π
¡
ε−1∞ − ε−10

¢µωs
ωl

¶2 ³ µ
M

´2 · e6
Vd

¸
[~ωL]
[m2

0c
4]

· |es · pcv| |el · pcv|
m0

¸2
L2z , (3.20)

donde Vd es el volumen del disco. En la ecuación (3.20) se han distribuido los términos para
facilitar su comprensión y uso. Los términos encerrados entre (...) son adimensionales y los que
están entre [...] tienen dimensión de alguna potencia de la energía. Así es muy fácil comprobar
que S0 tiene dimensión de energía a la cuarta potencia por área (E4L2), mientras w(2n) tiene
dimensión de E−2 y la delta δ(∆ω), de tiempo (T), lo cual arroja la dimensión correcta L2T
para la sección eficaz diferencial por unidad de frecuencia. Integrando en la frecuencia ωs se
obtiene la intensidad Raman (sección eficaz por unidad de ángulo sólido) para el fonón 2n
queda igual a µ

∂σ

∂Ω

¶(2n)
= S0

¯̄
w(2n)

¯̄2
. (3.21)

Los dos denominadores en la ecuación (3.19) provocan resonancias a diferentes enegías. El
primero da la resonancia de entrada para ~ωl = E(m,Nx, Ny;ne, nh) y el segundo, la de salida
para ~ωs = E(m,Nx, Ny;ne, n0h) o E(m,Nx, Ny;n0e, nh). Veamos las características del perfil de
resonancia Raman. La separación energética entre dos subbandas, por el confinamiento en Z, es
mucho mayor que las energías características del movimiento en el plano. Luego, para un par de
subbandas determinado ne, nh el perfil de resonancia Raman reproduce a los excitones 2D con
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números cuánticos de centro de masa pares y a los estados del movimiento relativo. Los discos
cuánticos circulares presentan una degeneración de ordenN+1 (N = Nx+Ny) y también enm.
Entonces, los estados con el mismo N y con Nx, Ny pares, contribuyen al mismo pico del perfil
de resonancia. Sin embargo, en discos con sección transversal elíptica (Lx 6= Ly), se rompen
las degeneraciones para el movimiento del centro de masa y el relativo. En el caso circular,
por haber degeneración, se produce interferencia constructiva y los picos son más intensos.
En conclusión la posición relativa de los picos, su número y su intensidad, proporcionan una
clave para la determinación de la geometría del disco cuántico. En los próximos párrafos se
analiza en detalle la dispersión Raman resonante en los sistemas InAs/GaAs y CdSe/ZnSe
(material del disco/barrera). En los gráficos de intensidad Raman, las resonancias de entrada
se denotan con el símbolo A(m,Nx, Ny), donde A=I y O para resonancia de entrada y de
salida, respectivamente. En aras de la simplicidad, sólo se presentan cálculos para frecuencias
de excitación en el rango de la subbanda excitónica ne = nh = 1.

3.2.1 InAs/GaAs

En la figura 3.5 se muestran las energías de confinamiento (2.25) (Ene y Enh en la ecuación
(2.21)) del electrón y los huecos pesado (hh) y ligero (lh) en función del espesor del disco. Las
energías de los huecos se han puesto con el signo negativo para mayor claridad en la figura. Esta
figura permite apreciar las ramas excitónicas que intervienen en el proceso Raman. Por ejemplo,
para 2 nm de grosor, sólo existe una subbanda electrónica (ne = 1), una subbanda de hueco
ligero (nh = 1) y dos de hueco pesado (nh = 1, 2). Debido a la regla de selección de paridad
(3.16) sólo intervienen en el proceso Raman la combinación (ne, nh) = (1, 1) y los estados del
continuo, que aportan un fondo. En cambio, para 4 nm de espesor también contribuye (1, 3);
para 6 nm, además de las anteriores, están presentes las combinaciones (2,2) y (2,4) de hueco
pesado y (2,2) de hueco ligero.
El sistema InAs/GaAs es ampliamente el más utilizado en las investigaciones de puntos

cuánticos autoensamblados. Veamos bajo que condiciones se le puede aplicar el modelo desa-
rrollado en esta tesis.
La figura 3.6 presenta los resultados numéricos de la corrección a la energía∆Em del excitón

pesado (2.32) en los discos cuánticos de InAs/GaAs. La ∆Em de 3.6(a) corresponde al disco
circular con radio L = 20 nm, para los estados internos m = 0, 1 y 2 (no depende del estado del
centro de masa) y para las ramas (ne, nh) =(1,1) y (2,2). El máximo valor de Lz corresponde
a una relación de aspecto de 1:4 (altura:diámetro). A medida que el grueso del disco decrece,
el excitón se acerca al límite bidimensional y ∆Em se reduce. Sin embargo, a partir de cierto
valor Lz0, a medida que se sigue reduciendo Lz, ∆Em comienza a aumentar rápidamente. Esto
ocurre porque la energía de uno de los portadores, en este caso el electrón ne = 2, se acerca a la
altura de la barrera (línea de puntos horizontal en la figura 3.5) y la función de onda penetra en
la barrera hasta muy lejos del disco. En esta situación el electrón, y conjuntamente el excitón,
pierden su carácter bidimensional y es de esperar que la teoría de perturbaciones falle. Para
los valores de Lz en que uno o dos de los portadores deje de estar fuertemente confinado es
necesaria otra aproximación para describir el excitón, tridimensional y anclado en el pozo. En
este trabajo solamente se estudia el excitón en régimen bidimensional. Consecuentemente, las
curvas de ∆Em correspondientes a la rama (2,2) se han cortado en Lz = 5.4 nm, adoptando
como criterio de validez para la teoría de perturbaciones que hne, nh|z2e+z2h|ne, nhi ≤ 0.25r2s(m).

54



20 40 60 80 100

-0,4

-0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

nh=1

ne=1

 me=0.023 m0

 mz
hh=0.34 m0

 mz
lh=0.027 m0

InAs/GaAs

En
er

gí
a 

de
 C

on
fin

am
ie

nt
o 

(e
V

)

Lz (Å)

Figura 3.5: Energías de confinamiento para el electrón, el hueco pesado y el hueco ligero (las
energías de hueco con signo cambiado) en un disco cuántico de InAs entre barreras de GaAs.

La rama (1,1) también experimenta este efecto para Lz < 1.5 nm y no se muestra porque para
esas dimensiones la aproximación de masa efectiva pierde validez.
La figura 3.6(b) muestra la variación de ∆E0 vs. Lz para valores de L = Lx = Ly entre 10 y

30 nm. A medida que el radio del disco aumenta el movimiento en el plano XY se vuelve menos
confinado, el espectro transita hacia el del excitón libre y ∆E0 tiende a un valor independiente
de L. Este límite se alcanza para L ≥ 30 nm en el caso del InAs.
El cálculo se efectuó también para discos elípticos con Lx = 2Ly y el mismo valor de L y

arrojó resultados que coinciden con las curvas mostradas en la figura 3.6 dentro de un margen
de unas pocas centésimas de meV!! Como se puede apreciar, la corección 3D es mucho menor
que las demás energías involucradas, con la notable excepción de Lz ∼ Lz0, lo cual afirma la
validez del modelo bidimensional para el excitón.
En la figura 3.7 se ilustran los perfiles de intensidad Raman del fonón confinado n = 2 del

InAs, para frecuencia de excitación en la vecindad del umbral de absorción fundamental. La
figura 3.7(a) corresponde a un disco circular de radio Lx = Ly=20 nm, mientras que 3.7(b)
corresponde a un disco elíptico con Ly = 2Lx y la misma área; ambos discos tienen un grosor
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Figura 3.6: Corrección tridimensional a la energía del excitón bidimensional en un disco cuán-
tico de InAs/GaAs con sección circular. Se consideran las dos primeras ramas electrón-hueco
(ne, nh) = (1, 1) y (2, 2). (a) Dependencia con el nivel interno del excitón m para radio del
disco L fijo. (b) Dependencia con L para m = 0.
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Figura 3.7: Intensidad Raman en función de la energía de excitación, para un disco cuántico
de InAs en GaAs. La figura corresponde al fonón confinado n = 2 del InAs. Para el cálculo se
usaron las masas me = 0.023m0,m

h
z = 0.34m0 y mh

xy = 0.036m0. (a) El disco es circular con
radio L = 20 nm y grosor Lz = 3 nm. (b) El disco es elíptico con L =

p
LxLy = 20 nm.
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Figura 3.8: Sección eficaz Raman de un disco cuántico de InAs en GaAs con simetría circular
o elíptica, L =

p
LxLy = 20 nm, Lz variado entre 2 y 4 nm y ~ωl en resonancia de entrada con

el excitón de menor energía.

Lz = 3 nm. Las líneas verticales representan la contribución a cada pico de resonancia por
parte de los estados resonantes indicados en el gráfico. El carácter de cada resonancia se indica
mediante un círculo o un cuadrado en el extremo de la línea, para resonancias de entrada y
de salida, respectivamente. Debe notarse que para los picos menos espaciados se manifiestan
fuertes efectos de interferencia y la intensidad total no es la suma de las contribuciones. Este
efecto es más pronunciado en el caso de simetría circular debido a la degeneración. El perfil
de intensidades presenta una serie de picos que corresponden a distintos estados del centro de
masas, para cada estado interno del excitón m. La intensidad de estos picos es un reflejo de la
fuerza del oscilador. En la geometría circular, los estados con Nx +Ny = N son degenerados
y aparecen picos relativamente grandes y con doble asignación, p. e. (0,0,2) y (0,2,0). En
contraste, la figura 3.7(b) muestra claros signos de ruptura de la simetría circular y aparece
un conjunto diverso de resonancias de entrada y de salida, y picos de interferencia. Nótese en
particular que las transiciones que involucran al estado (0,0,0) son sustancialmente más fuertes
que las demás. Además, en 3.7(a) hay una brecha grande entre los dos primeros picos (30meV),
pero en 3.7(b) se reduce a 15 meV. Estudiemos ahora la sección eficaz en este sistema. Ella
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se muestra en la figura 3.8 para discos de semieje promedio L = 20 nm y tres valores distintos
del grosor Lz=2, 3 y 4 nm. La energía de excitación ~ωl está en resonancia de entrada con
el excitón de menor energía, el (0,0,0). Para evaluar la frecuencia de los modos de vibración
se utilizó el parámetro experimental [68] ωL = 259.7 cm−1. Este valor es más alto en el disco
cuántico que en el cristal, producto de los esfuerzos presentes.
La función delta en la ecuación (3.18) se ha reemplazado por una lorentziana con un en-

sanchamiento fonónico Γp = 2 cm−1. El espectro calculado es similar cuando la relación de
aspecto Lx/Ly es igual a 1 o 2, siempre que se sintonice la energía de excitación en resonancia.
En la figura 3.8 se aprecia que el pico n = 4, además de cambiar de frecuencia, incrementa
su importancia cuando Lz disminuye. Esto puede ser explicado considerando el denominador
(1− (kALz/lπ)2) en la ecuación (3.15). Este término es mínimo para 2l = 2, cuando kALz ≤ π
(la igualdad se alcanza en el límite del pozo infinitamente profundo o para valores grandes
de Lz). Esto explica por qué la intensidad relativa In=2/In=4 aumenta cuando Lz disminuye.
Debe notarse que para Lz ≤ 5 nm sólo hay una subbanda excitónica (ne = nh = 1) que puede
contribuir a la sección eficaz.

El rol de la masa efectiva

Es conocido que producto de los esfuerzos y de la ruptura de la simetría traslacional en la
dirección de crecimiento, las masas efectivas del electrón y del hueco en un pozo cuántico
no son iguales a las masas que estos poseen en el cristal. Las masas de los portadores en
los puntos cúanticos autoensamblados no se conocen bien y en la literatura se encuentran
valores diversos, procedentes de mediciones experimentales, cálculos o las masas del material
masivo[21, 53, 89]. Por ello, es importante estudiar la posibilidad de usar la técnica Raman
para obtener información sobre las masas efectivas.
En la figura 3.9 se muestran los perfiles de la intensidad Raman del fonón n = 2 calculados

usando diferentes juegos de masas para el electrón y el hueco reportados en la literatura (ver la
tabla 3.4): (a) mz hueco pesado del cristal (mxy es ligero), (b) mz hueco ligero del cristal (mxy

es pesado ahora), y (c) masas isótropas me = mh = 0.08m0. La contribución del hueco ligero a
la dispersión Raman es aproximadamente 900 veces más débil que la del hueco pesado. Esto se
debe a: (i) el factor [|es · pcv| |el · pcv|]2 en la ecuación (3.20) es 9 veces menor para la subbanda
de hueco ligero que para la de hueco pesado (en configuración de retrodispersión) y (ii) las
masas del electrón y del hueco ligero en Z son muy parecidas (me = 0.023m0 y mh

z = 0.027m0),
lo cual provoca una descompensación muy pequeña y reduce la sección eficaz en un factor de
100.
El factor [|es · pcv| |el · pcv|]2 da cuenta de la simetría del material del que se compone el

punto cuántico y la configuración adoptada para el experimento. Para obtener el factor 1/9
en las transiciones de hueco ligero hay que considerar la forma aproximada de las funciones de
Bloch en el punto Γ para la banda de valencia

v1 = −α1 (X + iY ) ↑√
2

, v2 = α2
(X − iY ) ↓√

2

para la subbanda pesada y

v3 = α3
2Z ↑ −(X + iY ) ↓√

6
, v3 = α4

2Z ↓ +(X − iY ) ↑√
6
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Figura 3.9: PerÞles de intensidad Raman calculados con distintos juegos de masas de electrones
y huecos, para discos cuánticos de InAs en GaAs. Las primeras resonancias se indican usando
la notación A(m,Nx, Ny), con A=I para resonancia de entrada y O para salida.
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Tabla 3.3: Elementos matriciales interbandas del impulso.
e · pcv/iP v1 v2 v3 v4

c1 α1e+ 0 α3

q
2
3
ez α4

q
1
3
e−

c2 0 α2e− α3

q
1
3
e+ α4

q
2
3
ez

para la subbanda ligera, donde los αi son factores de fase arbitrarios. Las bandas de conducción
se describen por funciones del tipo

c1 = S ↑, c2 = S ↓ .
En las expresiones anteriores, X, Y y Z son funciones que se transforman como x, y y z ante las
transformaciones del grupo de simetría del cristal. Su forma exacta se puede encontrar mediante
cálculos ab initio, pero no es necesario para nuestro análisis. La notación S indica una función
que es invariante ante las transformaciones puntuales de simetría del cristal, mientras que ↑ y
↓ indican las funciones de espín.
Los elementos matriciales del momentum pcivj se expresan en función de las componentes

X, Y , Z y S. Los elementos del tipo hS|px|Y i, hS|py|Zi, etc son nulos por propiedades de
simetría. Asimismo

hS|px|Xi = hS|py|Y i = hS|pz|Zi = −i~

S
¯̄
∂
∂z

¯̄
Z
®
=def iP.

Teniendo en cuenta estas propiedades y aplicando la propiedad asociativa del producto interno
se obtiene la tabla 3.3 donde

e± = ∓(ex ± iey)√
2

es la componente circular del vector de polarización de la luz. Usando la tabla anterior es
fácil encontrar las subbandas activas. En configuración de retrodispersión, con incidencia de
la luz perperdicular al plano del disco ez = 0 .Por ejemplo, si la luz tiene polarización circular
positiva ez = e− = 0 y sólo son activas las transiciones v1 −→ c1 y v3 −→ c2. La segunda
transición tiene un elemento matricial

√
3 veces menor. Para una polarización no circular,

deben sumarse las contribuciones de todos los pares de bandas y se obtiene el mismo resultado
si se mantiene incidencia perpendicular. Estrictamente, la sección Raman contiene la suma de
las amplitudes de transición de todos los pares de bandas de valencia y conducción. Luego, el
perfil de resonancia real, es la suma de los perfiles del hueco ligero y del pesado y un término de
interferencia. Como la contribución del hueco pesado (figura 3.9(a)) es ampliamente la mayor
de todas, es la que predomina. La contribución del hueco ligero (figura 3.9(b)) se puede obtener
separadamente si la luz incide paralelamente al plano del disco y con polarización perpendicular
a este plano.
Las masas efectivas de los huecos que se utilizaron para las figuras 3.9 (a) y (b) provienen

de las componentes diagonales del Hamiltoniano k · p 4× 4[7]. Las masas se calculan a partir
de los parámetros de Luttinger del cristal γ1 y γ2: m

h
z = m0/(γ1∓ 2γ2), y mh

xy = m0/(γ1±γ2).
El caso de la figura 3.9(c) es intermedio entre (a) y (b). En el caso (c) la descompensación
electrón-hueco se debe solamente a las diferencias entre las barreras de confinamiento y la masa
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Tabla 3.4: Parámetros empleados en los cálculos de los discos cuánticos. Si las masas de hueco
pesado (hh) y ligero (lh) no aparecen explícitamente en la referencia citada, han sido calculadas
a partir de los parámetros de Luttinger γ1 y γ2, como se describe en el texto.

Parámetros InAs GaAs CdSe ZnSe
Eg (eV) 0.45a 1.51a 1.84a 2.82a

ε0 14.6a — 9.3e —
ωL (cm−1) 259.7b 292 a 209 a 250 a

βL (10
−6) 1.389c — 1.576d —

me/m0 0.023a 0.067a 0.112e 0.16a

0.08f

mh
z/m0 0.34 (hh)a 0.38 (hh)a

0.027 (lh)a 0.09 (lh)a 1.2f 0.38a

0.08e

mh
xy/m0 0.036 (hh)a —

0.088 (lh)a 0.45e —
0.08e

∆Ev (%∆Eg) 40% 40%
∆Ec (%∆Eg) 60% 60%
Γp (cm−1) 2 2

a Ref. [58]. b Ref. [68]. c Ref. [64]]. d Ref. [84]. e Ref. [9]. f Ref. [52].

efectiva en el exterior. Nótese, comparando los tres gráficos, que mientras más simétricas son
las masas efectivas mxy y me más periódicos aparecen los niveles excitónicos en el perfil de
resonancia. Como se mencionó antes, se pueden utilizar mediciones experimentales del perfil
de resonancia Raman para sacar conclusiones acerca de las masas efectivas en el disco cuántico.
Otras conclusiones que se pueden extraer son: (a) el umbral de absorción fundamental,

renormalizado por el confinamiento, es una función sensible de las masas en la dirección de
crecimiento Z y de las barreras de potencial, (b) la forma del perfil de resonancia se determina
en gran medida por el movimiento en el plano XY y consecuentemente, por las masas en
este plano y (c) los valores absolutos de la intensidad Raman dependen fuertemente de la
descompensación entre el electrón y el hueco en la dirección Z y esto, como se vio más arriba,
depende de las masas en Z y de las barreras de confinamiento.
La espectroscopia Raman se puede usar como alternativa a la fotoluminiscencia, cuyos

resultados se han usado para estimar las masas[89]. Esta última técnica tiene como desventaja
que, en general, sólo revela los niveles de menor energía y su interpretación total requiere
conocer la función de distribución de los electrones fuera del equilibrio, aunque tiene la ventaja
de que es una técnica sencilla y económica.

3.2.2 CdSe/ZnSe

Entre los compuestos II-VI, la pareja CdSe/ZnSe es una de las más utilizadas, junto con sus
aleaciones, para hacer pozos cuánticos y superredes. Recientemente se han fabricado islas
cuánticas de CdSe en inmersas en ZnSe por medio de la epitaxia de capas atómicas y la epitaxia
de haces moleculares[73, 76]. Por ello es importante estudiar la relevancia de nuestro modelo
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Figura 3.10: Energías de confinamiento de electrones, huecos pesados y ligeros en un pozo
cuántico de CdSe/ZnSe.

La aplicación de nuestro modelo del excitón a estos puntos cuánticos se encuentra más
restringida puesto que el radio de Bohr del CdSe a3Dex = 5 nm es mucho menor que en el InAs.
Otros parámetros a evaluar para tener una idea cualitativa son: el radio de Bohr del excitón
estrictamente bidimensional a2Dex = a3Dex /4 y el radio medio cuadrático rs(m = 1) = 3.5 nm.
Para el excitón 2D confinado con L = 4 nm, rs(m = 1) = 2.4 nm. De este modo, el modelo es
aplicable a duras penas para grosor del disco menor que 2 nm. Por otra parte, la aproximación
de masa efectiva no sirve para discos más finos que 1 nm. No obstante, el modelo presentado
sirve como una primera aproximación al problema. Los estados internos del excitón con m > 1
tienen radios significativamente mayores y son descritos con más exactitud.
La frecuencia del fonón LO en el CdSe masivo es ωL = 209 cm−1 y en el ZnSe es ωL =

250 cm−1. Estos datos son los que consideramos en el cálculo. Por falta de datos experimentales
no conocemos cuanto cambia ωL a causa de las tensiones presentes, pero una un estimado
considerando crecimiento seudomórfico arroja ωL ≈ 239 cm−1, lo cual es una cota superior. Si
ωL fuese tan alta, sería dudoso que los fonones ópticos estén realmente confinados en el interior
del punto cuántico y para su descripción habría que emplear las condiciones de empalme (2.52)-
(2.55). Esta interrogante debe ser resuelta de forma experimental.
En la figura 3.10 se muestran los niveles de energía del movimiento en Z para electrones y
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Figura 3.11: Intensidad Raman en función de la energía de excitación para un disco cuántico
de CdSe inmerso en ZnSe.
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huecos en un pozo cuántico de CdSe/ZnSe. Los gráficos de la corrección tridimensional a la
energía excitónica son similares a los del caso InAs/GaAs, salvo que ∆Em es ahora un orden
mayor debido a la reducción del radio del excitón mencionada antes.
En la figura 3.11 se muestra la intensidad Raman en función de la energía de excitación,

para el fonón confinado n = 2 en un disco cuántico con sección circular (a) y elíptica (b). En
la figura 3.11(a) Lx = Ly = 4 nm y Lz = 2 nm, mientras en 3.11(b) L =

p
LxLy = 4 nm,

Ly = 2Lx y Lz = 2 nm. Al igual que en la figura 3.7, las líneas verticales representan las
fortalezas relativas de las principales transiciones excitónicas, todas ellas correspondientes a la
rama excitónica ne = nh = 1. Los parámetros empleados en el cálculo se muestran en la tabla
3.4.
Las principales características de los perfiles de resonancia de la figura 3.11 son: (i) Las

resonancias de salida son ligeramente mayores que las de entrada y su separación es menor
que la separación entre los niveles del excitón 2D; (ii) El orden de los picos se redistribuye
cuando se rompe la simetría circular, como en el caso del InAs/GaAs. Se muestra también la
contribución del fonón n = 4. Como antes, esta es mucho menor que para n = 2, aunque se
ve un corrimiento de la frecuencia que es posible de detectar en mediciones de sección eficaz
diferencial. Comparando con la figura 3.7 nótese que los picos sucesivos I ó O aquí están
mucho más espaciados producto de que la dimensión lateral es menor y produce un mayor
confinamiento, a pesar de que las masas efectivas son mayores. Como el radio del excitón es
menor en el CdSe que en el InAs, L & 10 nm produce un confinamiento muy débil y una
densidad de estados más “continua”.

3.3 Fonones ópticos en nanocristales de CdSe y la ley de
dispersión del material masivo

Las leyes de dispersión de los fonones de los compuestos del cadmio no son bien conocidas. La
técnica de dispersión de neutrones no da resultado en estos materiales porque el isótopo 113Cd,
el más abundante en la naturaleza, absorbe fuertemente los neutrones. Así, la mayoría de los
datos disponibles provienen de modelos teóricos[58].
La expresión (2.70) de la frecuencia de los modos LO en los nanocristales sugiere un vector

de onda efectivo

q(l)n =
ν
(l)
n

R

que permite hacer un muestreo de la primera zona de Brillouin. Así, en el marco de las
aproximaciones de onda larga e isotropía, se puede estimar la ley de dispersión de los fonones
en el material masivo a partir de los datos de dispersión Raman por nanocristales.
Los espectros Raman que se analizan en esta tesis fueron obtenidos de una muestra de

nanocristales de CdSe inmersos en vidrio de borosilicato a una temperatura de 5 K y con una
resolución espectral de 0.5 cm−1[84]. Una de las características de los espectros es la presencia
de un pico grande en la región del fonón LO, cuyo ancho aumenta cuando disminuye el radio
y que es asimétrico, siendo más ancho hacia la zona de menor frecuencia. Los nanocristales
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presentan una forma aproximadamente esférica y una distribución de radios de la forma

F (R) =
1√
2πσ2

exp

µ
−(R − R̄)

2

2σ2

¶
, (3.22)

con desviación estándar del 15%, lo que corresponde a σ = 0.15R̄. Lo que se observa en un
experimento es la sección eÞcaz promedio, la cual se puede calcular o interpretar en términos
de la ecuación (2.116).
Las muestras estudiadas fueron cuatro, con R̄ =1.8, 2.1, 2.6 y 3.8 nm. A partir de los

espectros tomados a estas muestras y empleando la expresión (2.70) se pueden ajustar los
parámetros ωL y βL del CdSe, lo cual se ilustra en la Þgura 3.12. Además, en esta Þgura se
muestra la dependencia del ancho total de la línea LO con el radio del nanocristal. Los valores
de R que aparecen en la Þgura son estimados de los radios de resonancia (ver abajo) y no el
radio medio de cada muestra. No obstante, la diferencia respecto al ajuste usando los radios
medios es irrelevante. La ley de dispersión así estimada es consistente con cálculos de dinámica
de redes realizados para el CdSe hexagonal[84], lo cual se muestra en la Þgura 3.13. En este
cálculo se emplearon las constantes de fuerza del CdS, calculadas ab initio y conÞrmadas por
datos experimentales, pues las constantes del CdSe no se conocen. El único parámetro de ajuste
introducido en el cálculo de la ley de dispersión es un factor 0.9 para ajustar la frecuencia ωL
al valor experimental del CdSe tridimensional.
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Figura 3.12: Ajustes realizados a los parámetros de la ley de dispersión ωL y βL y al ancho
total del pico del fonón LO.

Para realizar una comparación con una data experimental es necesario ajustar algunos
parámetros de los excitones, de forma que los radios de resonancia sean calculados correcta-
mente. El ajuste de la energía del estado básico del excitón a los datos experimentales de
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Tabla 3.5: Parámetros utilizados para los cálculos de puntos cuánticos de CdSe. Los parámetros
cuyo origen no se indica han sido ajustados en este trabajo.

Parámetros CdSe
Eg (eV) 1.865
ωL (cm−1) 213.1
me/m0 0.12 Ref. [58]
mh/m0 0.45 Ref. [58]
βL (ms

−1) 2.969× 103
² 9.53 Ref. [3]

absorción [29] es ilustrado en la figura 3.14. Este resultado se obtiene con el modelo del ex-
citón con barreras infinitas, de modo que se describe bien la dependencia de la energía con
el radio para nanocristales grandes. Para los valores mas pequeños del radio, el modelo de
barrera infinita sobrestima levemente las energías medidas, lo cual se corrige con un radio efec-
tivo Ref = 0.336 nm+0.908R. Además, es necesario introducir una corrección de 0.024 eV
a la energía del gap del CdSe, que se justifica por la presencia de esfuerzos de compresión
del nanocristal por parte del medio vítreo que lo soporta [71]. Otro parámetro ajustado es la
constante dieléctrica. Este modelo es simple y permite obtener resultados con relativamente
poco costo computacional. Por otra parte, el modelo de confinamiento finito subestima mucho
la energía. Debe señalarse que la energía calculada con barreras finitas converge a los resulta-
dos de barreras infinitas, pero muy lentamente; las energías experimentales se pueden ajustar
utilizando barreras con una altura del orden de 1000 eV, lo cual no tiene sentido físico.
Es de señalar que en la literatura se han ajustado los niveles de energía de los nanocristales

de CdSe inmersos en una matriz orgánica, empleando una barrera finita para el electrón de
0.6 eV de altura, mientras que para el hueco se usa una barrera infinita y las ecuaciones de
masa efectiva multibandas o un modelo de enlace fuerte[52]. Sin embargo, los niveles de energía
para nanocristales de CdSe inmersos en matrices de vidrio son más altos y no se pueden ajustar
con barrera finitas. Por ejemplo: para un punto de CdSe de radio 2.0 nm, con el hueco descrito
por un Hamiltoniano 4× 4 [27] y el electrón con una barrera de altura 0.6 eV, se requiere una
corrección de 0.310 eV a la brecha del CdSe masivo, mucho mayor y menos justificable que la
corrección a Eg de 0.024 eV que se ha usado en este trabajo. En la tabla 3.5 se resumen los
parámetros utilizados para los cálculos de los espectros Raman.
En la figura 3.15(a) se muestran los primeros 5 niveles excitónicos (L = 0) en función del

radio del punto cuántico. Con líneas discontinuas y de puntos horizontales se muestran las
energías de los fotones incidentes (~ωl) y dispersados (≈ ~ωl − ~ωL) usadas en los experi-
mentos. Las condiciones de resonancia (2.115) determinan un conjunto de radios para los que
los nanocristales realizan la dispersión Raman resonante. En el caso particular de dispersión
Raman de primer orden se obtiene

Resonancia de entrada: ~ωl = EN,0(R), (3.23)

Resonancia de salida: ~ωl − ~ωp(R) = EN,0(R). (3.24)

Las soluciones de estas ecuaciones se determinan gráficamente por la intersección de las líneas
horizontales con los niveles de energía del excitón y se indican mediante flechas verticales. Los
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efectivo (círculos) y ley de dispersión en distintas direcciones de simetría, calculada por dinámica
de redes.

valores de los radios de resonancia determinan las frecuencias de los fonones ópticos activos
(lp = 0), cuya ley de dispersión se muestra en la figura 3.15(b) para los tres primeros. En la
práctica, el conjunto de radios resonantes es finito si los nanocristales presentan una distribución
de tamaños. Para ilustrar esto, en la figura 3.15(a) se muestra una distribución gausiana con
radio medio 2.1 nm y desviación estándar del 15%. En este caso, para la energía de 2.412 eV,
sólo contribuyen a la sección eficaz promedio los nanocristales con radios 2.32 nm (ecuación 3.23)
y 2.38 nm (ecuación 3.24). Otros radios resonantes no contribuyen a la sección eficaz producto
del carácter exponencial de la función de distribución.

Tabla 3.6: Valores de los radios de resonancia de entrada (Re) y de salida (Rh) para puntos
cuánticos de CdSe y energía de excitación ~ωl =2.182 eV. Sólo aparecen los radios permitidos
por la distribución gausiana con radio medio R̄ = 3.8 nm y desviación estándar del 15 % .

N,L 1,0 2,0 3,0
Re 3.1 4.1 4.7
Rs 3.2 4.3 4.9

El aumento del ancho de la línea tiene como causas probables: (a) reducción del tiempo
de vida de los fonones (ensanchamiento homogéneo); (b) contribución de varios fonones con
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efectivo en función del radio nominal de los nanocristales (cuadrados) y el mejor por mínimos
cuadrados.

frecuencias próximas que no se pueden resolver (ensanchamiento no homogéneo). En el caso
(b) los distintos fonones pueden estar localizados en un nanocristal o en varios con distintos
tamaños. Exploremos la posibilidad del ensanchamiento producto de la contribución de los
puntos cuánticos que no cumplen estrictamente la condición de resonancia. Según se vio en
la sección 2.4.2, a la sección eficaz promedio contribuyen los cristales cuyo radio está en el
rango |R−Rr| < δR, con δR = πΓr/(∂Er/∂R). Para Γr = 5 meV, δR tiene un valor máximo
de 0.03 nm para radios grandes. El ensanchamiento para la frecuencia fonónica se obtiene
diferenciando la ley (2.70)

δω

ω
=

1

(ωLR/βLµn)
2 − 1

δR

R
,

lo cual da un ensanchamiento de 0.1 cm−1 para δR = 0.02 nm y R = 2 nm. Luego, esta
no es la causa del ensanchamiento observado. Una segunda posibilidad es que a la sección
eficaz promedio contribuyan puntos cuánticos en distintos regímenes de resonancia, por ejemplo
resonancia de entrada y de salida o resonancias con excitones superiores. Para el caso extremo,
la muestra con radio medio 1.8 nm, la diferencia entre el radio de resonancia de salida y el
de entrada es de 0.03 nm, lo cual da δω < 0.2 cm−1. En los experimentos analizados, el
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representa una distribución gausiana de los radios centrada en 2.1 nm y con 15% r.m.s..

único caso en que hay contribución de resonancias con varios niveles excitónicos es el ilustrado
en la figura 3.17(a), para R̄ = 3.8 nm y ~ωl =2.182 eV. En este caso se muestran todas las
contribuciones, procedentes de puntos cuánticos en resonancia a través de los excitones N,L y
radios dados en la tabla 3.6 (ver también la figura 3.15). En la tabla, Re y Rs corresponden a
resonancias de entrada y de salida, respectivamente. Para estos radios ω1,0(R) es casi constante
y el ensanchamiento observado es homogéneo. Las principales contribuciones son, en orden de
importancia, las resonancias de: salida con N = 1, entrada con N = 1, entrada con N = 3
y salida con N = 3. Otra causa del ensanchamiento es la existencia de dos o más modos de
vibración en el mismo nanocristal cuya separación sea menor que el ancho de línea intrínseco.
En la figura 3.16 se muestra la evolución del espectro Raman de un punto cuántico de radio
1.85 nm en régimen de resonancia de entrada, variando el ancho intrínseco de los picos. Se
ve que hay dos contribuciones (n = 1, 2, con lp = mp = 0) , para Γ = 2 cm−1 se resuelven
dos picos, para Γ = 4 cm−1 el n = 2 se manifiesta como un hombro y que para Γ = 6 cm−1

resulta un solo pico con el ancho incrementado y asimétrico. En todos los casos estudiados
los elementos matriciales de la interacción excitón-fonón son máximos para el fonón n = 1 y
para n > 2 son despreciables. En la figura 3.17 se muestran las espectros experimentales de
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Figura 3.16: Variación del espectro Raman de un nanocristal de CdSe en función del ancho de
línea intrínseco de los fonones.
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Figura 3.17: Espectros Raman de nanocristales de CdSe en matriz de vidrio con radios medios
de 3.8, 2.6, 2.1 y 1.8 nm, medidos a 5 K (cuadrados) y los mejores ajustes (líneas gruesas). Las
energías de excitación son: (a) 2.182 eV, (b) 2.182 eV, (c) 2.412 eV y (d) 2.707 eV. En (a) se
muestran las contribuciones de cada excitón resonante: en línea discontinua N = 1, línea de
puntos N = 3 y línea continua N = 2.
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todas las muestras, junto con los mejores ajustes del ensanchamiento intrínseco. En el caso (a)
la línea tiene forma lorentziana debido a que para los radios de resonancia los fonones activos
son muy próximos en frecuencia. En este caso el mejor ajuste se logró con Γ = 1.5 cm−1. El
espectro de la figura 3.17(b), para ~ωl = 2.182 eV y R̄ = 2.6 nm, presenta el pico corrido hacia
las bajas frecuencias y más ancho que el de la figura 3.17(a). Para la dispersión de tamaños
del 15% r.m.s. aquí considerada, las contribuciones de los radios de resonancia ≥4.1 nm, son
atenuadas por la función de distribución. El espectro mostrado en la figura 3.17(c) fue medido
para ~ωl = 2.412 eV en una muestra con R̄ = 2.1 nm. La resonancia con el excitón N = 1 se
obtiene para Re = 2.3 nm y Rs = 2.4 nm, mientras las demás son eliminadas por la función
de distribución. La frecuencia del fonón n = 1 para estos radios está suficientemente separada
para que se observe un ensanchamiento no homogéneo, que es asimétrico porque la resonancia
de entrada es más débil que la de salida. Este efecto es más acentuado para ~ωl = 2.707 eV y
R̄ = 1.8 nm, mostrado en la figura 3.17(d). En las figuras (b), (c) y (d) se utilizaron anchos
de línea intrínsecos de 3, 3 y 6 cm−1, respectivamente. En todos los cálculos se incluyeron los
fonones n =3 y 4, pero su contribución es despreciable.
Se concluye que el corrimiento y la asimetría del pico LO hacia bajas frecuencias cuando R̄

disminuye se explican por la participación de distintos modos de vibración y la ley de disper-
sión negativa de los fonones LO. La mayor parte del ensanchamiento observado es homogénea,
es decir, debido al tiempo de vida de los fonones en cada nanocristal. El aumento del ancho
homogéneo de las líneas para los cristales más pequeños es justificable cualitativamente. Mien-
tras menor es el tamaño del cristal, mayor debe ser la amplitud de los modos de vibración
para tener el cuanto de energía ~ωp; a mayor amplitud, mayores efectos anarmónicos y por
tanto menor tiempo de vida. Sin embargo, la dependencia exacta del ensanchamiento con el
tamaño requiere de un modelo para las interacciones anarmónicas, lo cual está fuera de los ob-
jetivos de esta tesis. Otras posibilidades de ensanchamiento no homogéneo es la activación de
otros modos de vibración debido a: (i) La mezcla de las subbandas de hueco (activa los modos
lp = 2); (ii) desviaciones de la forma esférica o existencia de facetas bien definidas; (iii) defectos
o impurezas. El hombro ancho que se observa en todas las muestras, centrado alrededor de 190
cm−1 se puede explicar cualitativamente por la relajación de la regla lp = 0 y la activación de
los modos de intercara.
Otra explicación del ensanchamiento ha sido considerada en [70], donde se plantea que

los modos vibración de un nanocristal se descomponen en una suma de ondas planas con las
frecuencias dadas por la ley de dispersión del cristal ωLO(k) y que la sección eficaz Raman es
la suma de las secciones correspondientes a estos modos de ondas planas. Esta interpretación,
sin embargo, resta identidad a los modos propios del nanocristal y no tiene en cuenta ni la
naturaleza de los estados electrónicos ni el fenómeno resonante.
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Capítulo 4

Dispersión Raman de orden superior
en nanocristales semiconductores

La dispersión Raman resonante de orden superior o multifonónica en los semiconductores po-
lares se manifiesta en forma de líneas estrechas en los espectros de dispersión de la luz en las
frecuencias ωl − kωLO, donde ωl es la frecuencia de excitación, mayor que la brecha, y k es un
entero que alcanza desde 1 hasta valores tan altos como 7 u 8. El hecho de que se observen
procesos de orden tan elevado, a pesar de que la interacción electrón-fonón es débil, es conse-
cuencia de que la densidad de estados electrónica es continua y ocurren resonancias múltiples.
Así, se interpreta que ocurre un “proceso en cascada” a través de estados intermedios “reales”.
Como resultado de numerosas investigaciones en los años 70 y 80 se estableció que estos estados
intermedios pueden describirse como excitones, pero no como pares electrón-hueco (ver [36] y
referencias citadas allí). En contraste, en los puntos cuánticos semiconductores la densidad
de estados es discreta y la ocurrencia de resonancias múltiples puede ocurrir sólo de forma
fortuita. Esto provoca que en puntos en régimen de confinamiento fuerte no se detecten tantas
líneas multifonónicas. Sin embargo, la observación de procesos de hasta tres fonones ha sido
interpretada como evidencia del fortalecimiento del acoplamiento electrón-fonón[8, 48, 51, 72],
contrario a las predicciones teóricas [51, 65]. Para explicarlo se ha invocado la existencia de
trampas[8], impurezas[65] o excitones-donores[59], los cuales toman parte activa en el proceso
Raman. Como se verá en este capítulo los resultados de nuestro modelo plantean que esta
hipótesis no es necesaria. En los puntos cuánticos, como en los semiconductores masivos, los
procesos Raman de orden superior son mediados por un conjunto amplio de estados excitónicos
y fonónicos, que contiene a los estados que participan en los procesos de un fonón. En par-
ticular, en los nanocristales esféricos participan excitones y fonones con momento angular (L
y lp) no nulo. Esto ofrece la posibilidad de obtener datos de estos estados. Por otra parte, la
participación de tan diversos estados es la causa de las altas intensidades de los sobretonos,
especialmente cuando se presentan resonancias de salida.
En este capítulo se estudian los procesos Raman multifonónicos en nanocristales semicon-

ductores, cuyo formalismo general se expuso en el capítulo 2. Como se vio en ese capítulo, en
los procesos de orden mayor que uno es importante el orden en que se emiten los fonones y es
necesario sumar sobre todos los ordenamientos en el cálculo de la amplitud de transición. En la
figura 4.1 se muestran los diagramas de Feynman más importantes para el cálculo de la sección
eficaz en condiciones de resonancia. En el caso de segundo orden, si los dos fonones emitidos
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Figura 4.1: Diagramas de Feynman para los procesos Raman resonantes de orden superior.

son idénticos entonces los diagramas (a) y (b) son equivalentes y solo se suma uno de ellos. Lo
mismo ocurre con los diagramas de tercer orden si dos o tres fonones son iguales.

4.1 Elementos matriciales y reglas de selección para na-
nocristales esféricos

La simetría y las leyes de conservación son la mismas que se analizaron en la sección 3.1. Los
elementos matriciales de la interacción excitón-radiación son idénticos. En los procesos de orden
superior toman parte estados intermedios donde los excitones y fonones pueden tener momento
angular (L y lp) no nulos. De esta forma, es necesario hallar los elementos matriciales de la
interacción excitón-fonón entre estos estados. El operador H+

E−L es la suma de dos operadores
que actúan sobre las coordenadas de cada portador, es decir

H+
E−L (n, l,m) (re, rh) = ΦhE−L (n, l,m) (rh)− ΦeE−L (n, l,m) (re),
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donde

ΦiE−L (n, l,m) (ri) =
CF√
R
Φn,l(ri)Y

∗
l,m(Ωi) = (−1)m

CF√
R
Φn,l(ri)Yl,−m(Ωi) .

El operador anterior es la componente −m de un tensor esférico de orden l. Los estados
excitónicos con números cuánticos L y |M | ≤ L forman bases de las representaciones irreducibles
del grupo de rotaciones. El teorema de Wigner-Eckart[11] permite afirmar que los elementos
matriciales tienen la forma
Ni, Li,Mi, Pi

¯̄
ΦiE−L (np, lp,mp)

¯̄
Nj, Lj,Mj, Pj

®
= (−1)m(−1)Li−Mi

µ
Li lp Lj
−Mi −mp Mj

¶
×
p
(2Li + 1)


Ni, Li, Pi

°°ΦiE−L (np, lp)°°Nj, Lj, Pj® ,

Ni, Li, Pi

°°ΦiE−L (np, lp)°°Nj, Lj, Pj® = X
αi,αj

CNi,Li,Mi,Pi(αi)CNj ,Lj ,Mj ,Pj(αj)

× nei , nhi , lei , lhi , Li °°ΦiE−L (np, lp)°°nej , nhj , lej , lhj , Lj® ,
donde hk...ki es el llamado elemento matricial reducido y no depende de Mi, Mj y mp. Ello
de por sí no sería de gran utilidad, de no ser por las fórmulas de reducción[11] que permiten
simplificarlos. Consideremos ΦeE−L (n, l,m) (re):


nei , nhi , lei , lhi , Li

°°ΦeE−L (np, lp)°°nej , nhj , lej , lhj , Lj® = δ(hi, hj)

½
Li Lj lp
lej lei lhj

¾
× (−1)lhi+lei+Lj+lpp2Lj + 1p2lei + 1 nei , lei °°ΦeE−L (np, lp)°°nej , lej® . (4.1)

El último elemento reducido se obtiene aplicando el teorema de Wigner-Eckart al elemento
matricial


nei , lei ,mei

¯̄
ΦeE−L (np, lp)

¯̄
nej , lej ,mej

®
, que es fácil de calcular. Se obtiene

nei , lei
°°ΦeE−L (np, lp)°°nej , lej® = nhi , lhi ¯̄Φnp,lp ¯̄nhj , lhj® hleikYlkleji,


nhi , lhi

¯̄
Φnp,lp

¯̄
nhj , lhj

®
=

Z ∞

0

Rnei ,lei (r)Φnp,lp(r)Rnej ,lej (r) r
2 dr,

hleikYlkleji = (−1)lei
r
(2lei + 1)(2k + 1)

4π

µ
lei k lej
0 0 0

¶
.

Para el elemento matricial de ΦhE−L (np, lp) se obtiene un resultado análogo intercambiando los
índices e y h, salvo que en lugar del factor (−1)lhi+lei+Lj+lp de (4.1), aparece (−1)lhj+lei+Li+lp .
Esta asimetría se debe a que las funciones de onda del electrón y el hueco contribuyen a (2.6)
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con fases diferentes. Ensamblando los resultados parciales se obtiene la expresión
Ni, Li,Mi, Pi

¯̄
H+
E−L (np, lp,mp)

¯̄
Nj, Lj,Mj, Pj

®
=

CF√
4πR

q
(2Li + 1)(2Lj + 1)(2lp + 1)(−1)−Mj

µ
Li lp Lj
−Mi −mp Mj

¶
×
X
αi,αj

C∗µi(αi)Cµj(αj)
h
(−1)lej δnei ,nej δlei ,lej

q
(2lhi + 1)(2lhj + 1)

×
µ
lhi lp lhj
0 0 0

¶½
Li Lj lp
lhj lhi lej

¾ 
nhi , lhi

¯̄
Φnp,lp

¯̄
nhj , lhj

®
− (−1)lhj+Li+Lj+lpδnhi ,nhj δlhi ,lhj

q
(2lei + 1)(2lej + 1)

×
µ
lei lp lej
0 0 0

¶½
Li Lj lp
lej lei lhj

¾ 
nei , lei

¯̄
Φnp,lp

¯̄
nej , lej

®¸
. (4.2)

Esta fórmula contiene implícitamente las reglas de selección de los procesos de dispersión Ra-
man multifonónicos. En virtud de las propiedades del símbolos 3j de la segunda línea de la
ecuación (4.2) se tiene que

|Lj − Lj+1| ≤ lpj ≤ Lj + Lj+1, (4.3)

Mj+1 =Mj −mpj , (4.4)

para j = 1, ..., k. La regla de conservación de la paridad se deduce de las propiedades de los

símbolos 6j que están dentro de los paréntesis. Por ejemplo, el primer término
µ
lhi lp lhj
0 0 0

¶
indica que lhi+lp+lhj debe ser par, mientras la delta de Kronecker determina que lei = lej . Por
tanto (−1)lei+lhi × (−1)lej+lhj = (−1)lp para todos los términos de la sumatoria. Esto es una
regla de paridad para los pares electrón-hueco que, con paridad única, componen al excitón.
En función de los números cuánticos del excitón la regla anterior queda:

PjPj+1 = (−1)lpj j = 1, ..., k. (4.5)

De las ecuaciones (4.3), (4.4) y (4.5), y considerando que los dos excitones extremos en

la cadena de elementos matriciales
D
µi

¯̄̄
H
(p)
E−L

¯̄̄
µj

E
tienen L,M = 0 y P = 1 (dentro de los

límites de la aproximación dipolar eléctrica), se obtienen las siguiente reglas para el conjunto
de fonones emitidos en el nanocristal

kP
j=1

mpj = 0,
(4.6)

kP
j=1

lpj =número par.
(4.7)

Teniendo en cuenta las reglas generales expuestas, en la tabla 4.1 se resumen los modos de
vibración y excitones que toman parte en los procesos de primero, segundo y tercer orden.
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Figura 4.2: Elementos matriciales de la interacción excitón-fonón.
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Tabla 4.1: Reglas de selección para los fonones que participan en la dispersión Raman resonante
de orden 1, 2 y 3. Se indican las transiciones virtuales permitidas para los excitones.

Orden Fonón Excitón

1 lp1 = mp1 = 0
|N1, L1 = 0,M1 = 0, P1 = 1i→
|N2, L2 = 0,M2 = 0, P2 = 1i

2
lp1 = lp2 = lp

mp1 = −mp2 = −mp

|N1, L1 = 0,M1 = 0, P1 = 1i→¯̄
N2, L2 = lp,M2 = mp, P2 = (−1)lp

®→
|N3, L3 = 0,M3 = 0, P3 = 1i

3
|lp1 − lp3| ≤ lp2 ≤ lp1 + lp3
lp1 + lp2 + lp3 =par
mp1 +mp2 +mp3 = 0

|N1, L1 = 0,M1 = 0, P1 = 1i→¯̄
N2, L2 = lp1,M2 = −mp1 , P2 = (−1)lp1

®→¯̄
N3, L3 = lp3 ,M3 = mp3, P3 = (−1)lp3

®→
|N4, L4 = 0,M4 = 0, P4 = 1i

En el caso de la dispersión Raman de segundo orden, las reglas de la tabla 4.1 posibilitan
que la ecuación (2.114) para la amplitud de transición tome la forma particularX

F

¯̄̄
W

(2)
FI

¯̄̄2
δ(EF −EI) =

Nl
2

X
np1 ,np2 ,lp

(2lp + 1) |MFI(p1, p2) +MFI(p2, p1)|2

× Γ2/π

(ωl − ωs − ωlp,np1 − ωlp,np2 )
2 + Γ22

, (4.8)

donde la función delta de Dirac se ha reemplazado por una Lorentziana con un ensanchamiento
fonónico total Γ2 = Γp1 + Γp2.
La figura 4.2 muestra los elementos matriciales adimensionales de la interacción excitón-

fonón
D
L = lp, N = 1

¯̄̄
h
(pj)
E−L

¯̄̄
N = 1, L = 0

E
(h(pj)E−L = H

(pj)
E−L
√
4πR/CF ) en nanocristales de CdSe,

como función del radio, para fonones con diferentes índices lp, np. En los cálculos se utilizaron
los mismos parámetros que en el capítulo 3. En la figura 4.2 se aprecia que los mayores elemen-
tos matriciales corresponden a la creación de los fonones |np = 1, lp = 1,mp = 0,±1i, mientras
para lp = 0 son mucho menores que para lp = 1, 2, 3. Los máximos observados para los modos
con lp ≥ 1, en ciertos rangos del radio, se relacionan con los denominados modos de Fröhlich
(lp = 1) y de superficie o intercara (lp = 2 y 3)[69]. Para esos radios, el potencial electrostático
de los modos ópticos se incrementa, lo cual hace que sus elementos matriciales sean máximos.
Estos radios de máximo carácter electrostático se determinan por la condición

ωnp,lp(R) ∼ ωT

µ
²a0lp + ²b∞(lp + 1)
²a∞lp + ²b∞(lp + 1)

¶ 1
2

, (lp > 0).

Las frecuencias indicadas en la fórmula anterior son las frecuencias de los modos electrostáticos
de intercara obtenidas en el marco del modelo dieléctrico de los modos vibracionales ópticos en
microcristales[34].
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4.2 Dispersión Raman multifonónica por nanocristales
de CdSe

4.2.1 Procesos de segundo orden

La figura 4.3(a) muestra la sección Raman promedio de un conjunto de nanocristales de CdSe
para energía de excitación ~ωl = 2.572 eV. Los cuadrados representan datos experimentales[48]
tomados de un filtro de luz comercial. Este filtro está hecho de un vidrio que contiene
nanocristales de CdSe, cuyo tamaño está distribuido estadísticamente. La función de distribu-
ción por radios se estima como una gausiana con radio medio Rm = 1.9 nm (para Rm = 4.0 nm
ver la figura 4.3(b)) y semiancho a la mitad del máximo σ = 0.1Rm. Para el ensanchamiento
energético del excitón básico se consideró el valor Γex0 = 5 meV (ver ref. [90]) y Γex1 = 15 meV
(Γex1 = 8 meV en la figura 4.3(b)) para los estados de mayor energía. La línea representa el
cálculo teórico, para el cual se utilizó un ensanchamiento Γp1 = Γp2 = 11 cm

−1 (Γp1 = Γp2 = 6
cm−1 para Rm = 4.0 nm). Los modos ópticos que más contribuyen al espectro son indicados en
las figuras mediante líneas verticales de altura proporcional a sus contribuciones relativas. El
parámetro Eg relevante a los nanocristales a la temperatura experimental (77 K) se estimó a
partir de Eg a 4K (tabla 3.5) y la derivada dEg/dT = −3.6×10−4 eV/K [58]. La sección Raman
está dominada por los fonones con lp = 1. El pico principal en la figura 4.3(a) se debe mayor-
mente a la creación de dos fonones confinados con números cuánticos pl = (lp = 1, np = 1,mp) y
p2 = (lp = 1, np = 1,−mp) con mp = 0,±1. Al pico contribuyen en menor medida otros modos
de vibración, con lp = 0, 2 y 3. El otro detalle del espectro de segundo orden es un hombro
a ∼ 400 cm−1, el cual se debe probablemente a la creación de un fonón confinado ω1,1 y uno
de Fröhlich ω1,3. Sin embargo, debe notarse que el hombro teórico es más débil y tiene una
frecuencia más alta que el experimental. Para aclarar la importancia de los diferentes canales
de dispersión es necesario observar de nuevo la figura 4.2. En los procesos de dos fonones, el
producto de los dos elementos matriciales de HE−L no depende de mp, por lo cual los canales
de dispersión se distinguen sólo por los índices np, lp. En la figura 4.2 se observa que los modos
lp = 1, np = 1 poseen los mayores elementos matriciales para todo el rango de radios con-
siderado, secundados en importancia por lp = 2 y 3 (np = 1). Por otra parte, los elementos
matriciales de los modos lp = 1, np = 3 son máximos en el rango R ∼ 1.5 − 2.0 nm, lo cual
explica el hombro observado. El espectro de la figura 4.3(a) es la suma de las contribuciones de
nanocristales en diferentes regímenes de resonancia: resonancia de entrada para R1 = 1.96 nm,
intermedia para R2 = 2.0 nm y de salida para R3 = 2.04 nm, todos mediados por el excitón
|N = 1, L = 1,M, P = −1i. Para radios mayores ocurren resonancias con niveles superiores,
pero no tienen efecto porque la función de distribución de tamaño las pesa desfavorablemente.
La figura 4.3(b) muestra la sección Raman promedio de un conjunto de nanocristales con

Rm = 4.0 nm y σ = 0.1Rm para energía del láser ~ωl = 2.184 eV. El cálculo reproduce bastante
bien la forma asimétrica del espectro y permite atribuir el hombro en 399 cm−1 a la excitación
de dos modos con frecuencias ω1,1 y ω1,8. El modo ω1,8 corresponde a un modo de intercara para
R ∼ 4 nm. Los nanocristales que contribuyen a la sección media del conjunto tienen radios
de resonancia iguales a R1 = 3.93 nm (entrada), R2 = 4.08 nm (intermedia) y R3 = 4.26 nm
(salida).
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Figura 4.3: Sección Raman de segundo orden de dos conjuntos de nanocristales de CdSe con
radios medios Rm iguales a 1.9 y 4.0 nm, para energías de excitación: (a) ~ωl = 2.572 eV
y (b) ~ωl = 2.184 eV. Las líneas verticales, situadas en las frecuencias ωlp,np, indican las
contribuciones relativas más importantes de los modos de vibración de los puntos cuánticos que
están en resonancia de salida. Las contribuciones de los fonones de puntos en resonancia de
entrada o intermedia, no indicadas en la figura, tienen frecuencias e intensidades ligeramente
menores.
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Figura 4.4: Sección Raman de tercer orden de un conjunto de nanocristales de CdSe con radio
medio Rm para energía de excitación ~ωl = 2.184 eV.

4.2.2 Procesos de tercer orden

La figura 4.4 muestra la sección Raman promedio de tercer orden de un conjunto de nanocristales
de CdSe, para la misma energía de excitación ~ωl = 2.184 eV, la misma que en la figura 4.3(b).
Este espectro se calculó para una distribución de radios gausiana conRm = 4.0 nm y σ = 0.1Rm.
Se utilizaron los ensanchamientos fonónicos Γp1 = Γp2 = Γp3 = 6 cm

−1 para ajustar los datos
experimentales. Se encuentra que el pico principal se debe a la contribución de tres fonones
con frecuencia ωl1=1,n1=1 + ωl2=1,n2=1 + ωl3=2,n3=1 = 635.9 cm

−1, seguido en importancia por la
combinación ωl1=0,n1=1 + ωl2=1,n2=1 + ωl3=1,n3=1 = 636.7 cm

−1. La primera combinación es 2.4
veces más importante que la segunda.
Para una distribución con Rm = 1.9 nm no se aprecia la dispersión de tercer orden experi-

mental. Nuestros cálculos son consistentes con esta observación.

4.2.3 Espectro completo

Una prueba importante para los modelos de dispersión Raman es la descripción de las inten-
sidades relativas de los distintos órdenes de dispersión. La figura 4.5(a) muestra la evolución
de la sección eficaz de orden 1, 2 y 3 de un nanocristal de CdSe de radio 1.9 nm, en función
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Figura 4.5: Sección Raman multifonónica de un nanocristal de CdSe, en función del desplaza-
miento Raman ωl − ωs y la energía de excitación ~ωl. (a) Radio 2.0 nm. (b) Radio 2.9 nm.
Las resonancias de entrada y de salida se indican con las letras I y O, respectivamente, junto
con el orden de dispersión (1ro, 2do y 3ro).
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Figura 4.6: Espectro Ramanmultifonónico de conjuntos de nanocristales de CdSe con dispersión
de tamaños del 10%. (a) ~ωl = 2.572 eV y Rm=1.9 nm. (b) ~ωl =2.184 eV y Rm=4.0
nm. Las líneas continuas representan los cálculos teóricos y los símbolos cuadrados, los datos
experimentales. Las intensidades de 1ro y 3er orden han sido ajustadas mediante factores
multiplicativos S1 y S3, respectivamente. En (a) S1=13 y S3=1, mientras en (b) S1=2.55 y
S3=0.2.
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de la energía del láser y del desplazamiento Raman. Con flechas se indican las resonancias de
entrada (I) y de salida(O). El espectro en ~ωl = 2.575 eV corresponde a resonancia de entrada
para todos los órdenes de dispersión. Se aprecia que el segundo orden es más fuerte que el
primero, mientras que el tercer orden es tan pequeño que no se aprecia en la escala de la figura.
A la energía ~ωl = 2.601 eV se aprecia la resonancia de salida para el primer orden. Para esta
energía hay resonancia intermedia para los órdenes superiores, pero no se aprecian en la figura.
Para ~ωl = 2.627 eV y ~ωl = 2.653 eV ocurren las resonancias de salida de los órdenes 2 y
3, respectivamente (414 cm−1 y 617 cm−1 en el desplazamiento Raman). El pico de segundo
orden es el mayor de todos y la resonancia de salida del proceso de tres fonones se aprecia
como un pico pequeño para 617 cm−1, menor incluso que el pico no resonante del segundo
orden en 414 cm−1. La figura 4.5(b) presenta el cálculo para un nanocristal de radio R = 2.9
nm. Los espectros están corridos hacia energías menores producto del menor confinamiento y
la resonancia de entrada se observa a la energía ~ωl = 2.183 eV. Las resonancias de salida se
obtienen para ~ωl = 2.209 eV, ~ωl = 2.236 eV y ~ωl = 2.262 eV para los procesos de 1, 2 y 3
fonones, respectivamente. Se aprecia que para este valor del radio la resonancia de salida de
tercer orden es mayor que en el caso anterior. La fortaleza de la sección Raman de segundo
orden tiene una explicación simple: en los procesos de orden impar es imposible la participación
de fonones con np = lp = 1 en todos los pasos porque lo prohibe la regla de selección (4.7).
Otros factores que influyen en la fortaleza relativa del segundo orden son: (1) la dispersión de
primer orden es cuasiprohibida; (2) la constante de acoplamiento de Fröhlich es menor que 1
en los semiconductores II-VI, lo que desfavorece al tercer orden respecto al segundo; (3) no se
producen resonancias múltiples, que son las que favorecen los altos órdenes de dispersión en los
materiales masivos.
La figura 4.6 muestra el espectro Raman multifonónico experimental[48] (cuadrados) y teóri-

co (línea) de un sistema de nanocristales.de CdSe. La sección Raman promedio es una suma de
las secciones de orden 1, 2 y 3 S(i)D (i = 1, 2, y 3) . En la figura 4.6 los espectros experimentales
y teóricos están normalizados para coincidir a la frecuencia ωs = 414 cm−1, correspondiente
al proceso de segundo orden. Para lograr el ajuste a los datos experimentales fue necesario
multiplicar la sección de primer orden S(1)D teórica por factores 13 y 2.55 en las figuras 4.6(a)
y 4.6(b), respectivamente. En la figura 4.6(b) la sección de tercer orden está multiplicada por
0.2. Luego, se ha logrado un acuerdo semicuantitativo entre las intensidades relativas medi-
adas y calculadas. A pesar de los factores de corrección introducidos el acuerdo entre teoría y
experimento es aceptable y mejor que los obtenidos por otras formulaciones teóricas y mecan-
ismos propuestos anteriormente para describir la dispersión Raman multifonónica en puntos
cuánticos. En la próxima sección se profundiza en este aspecto. El espectro de la figura 4.6(a)
(conjunto de puntos cuánticos con Rm = 1.9 nm) no presenta sobretonos de tercer orden. El
cálculo da que la sección de tercer orden es 103 veces menor que la de segundo orden, de acuerdo
al experimento.
Las diferencias entre la teoría y el experimento pueden explicarse de la siguiente forma.

En primer lugar se nota que en los cálculos la sección de primer orden es menor que para los
sobretonos. Esto puede ser debido a nuestro simplificado modelo electrónico con bandas de
valencia isotrópicas y parabólicas. Se sabe que la sección Raman de primer orden es muy sen-
sible a la descompensación hueco (ver el capítulo 3), la cual depende de los efectos excitónicos,
confinamiento finito, mezcla de bandas, etc. En el marco de nuestro modelo de confinamiento
finito, usando radios efectivos diferentes en un 10% para el electrón y el hueco, se obtienen val-
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ores enormes para la sección Raman de primer orden. Los valores absolutos de la sección eficaz
de primer orden es un problema delicado e interesante que amerita un estudio independiente.
Por otra parte, los procesos de orden superior ocurren por canales diferentes, con participación
de fonones y excitones con simetría no esférica, y las secciones eficaces no son tan sensibles
a los detalles de la función de onda del excitón. La existencia de canales diferentes para los
distintos órdenes de dispersión provoca que el factor de Huang-Rhys (ver la próxima sección) no
determine las intensidades relativas. Por otra parte, los parámetros de la función de distribu-
ción de tamaños de la muestra experimental son más bien dudosos. La función de distribución
se supuso gausiana, con una dispersión del 10% y el radio medio se estimó del máximo del
coeficiente de absorción y la fórmula E(Rm) = ~2π2/2µ̄R2m, lo que responde un modelo de par
electrón-hueco sin interacción. En realidad, el valor de Rm depende críticamente de la función
de la energía del excitón en función del radio, la cual es variable para diferentes muestras. Por
eso, para obtener la función de distribución con precisión deben realizarse mediciones directas
de difracción de rayos X o microscopía electrónica en la misma muestra de la que se toman
los espectros Raman. En este trabajo se estudió la influencia de la función de distribución de
tamaños para la energía del láser experimental. Se encontró que para Rm = 2.9 nm la sección
Raman de segundo orden es 70 veces mayor que la de tercer orden, pero para Rm = 4.0 nm es
5 veces menor. Es posible obtener la relación de intensidades entre el segundo y el tercer orden
usando el valor de Rm como parámetro de ajuste. Aparte de los factores de ajuste, la teoría
aquí presentada explica las tendencias observadas en los experimentos: (1) Las intensidades
elevadas de los sobretonos; (2) El incremento de la intensidad relativa de la sección de tercer
orden cuando aumenta el radio del punto cuántico y (3) La asimetría de las líneas. Además,
indica que para efectuar una comparación consistente entre teoría y experimento es necesario:
(1) Sintonizar con precisión las condiciones de resonancia; (2) Conocer con precisión los niveles
de energía en función del radio y (3) Conocer la función de distribución de tamaños de los
nanocristales.

4.3 Análisis del factor de Huang-Rhys

El enfoque que se ha utilizado para interpretar los espectros Raman en puntos cuánticos se
basa en el método desarrollado por Albrecht[2] para moléculas, en el que se consideran estados
virtuales intermedios vibrónicos en el marco de la aproximación adiabática. Así, la función de
onda de estos vibrones se puede escribir como

Ψe,{n}({r}, {Q}) = Φe({r}, {Q})χe,{n}({Q}),
donde {r} es el conjunto de coordenadas de los electrones de la molécula, {Q} es el conjunto de
cooordenadas normales de los iones, cuyas posiciones de equilibrio son {Q0}; {n} es el conjunto
de números ocupación de fonones correspondientes a los modos normales; χe,{n}({Q}) es la
función de onda de las vibraciones, como función de las coordenadas normales y dependiente
del estado del sistema electrónico. χe,{n} se factoriza como producto de las funciones de onda
de cada modo normal |nie. Por su parte el estado electrónico Φe({r}, {Q}) depende paramétri-
camente del conjunto {Q}. La sección eficaz Raman integrada de orden k, a la frecuencia de
excitación ωl, resulta proporcional a

dσ

dΩ
=
D
Â
E
+
D
B̂
E
+T.O.S.+T.N.R.,
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donde T.O.S. significa términos de orden superior, T.N.R. términos no resonantes y h...i denota
el promedio estadístico para temperatura finita. Â y B̂ son los denominados términos de
Albrecht:

Â =
X
µ

|Mµ0(Q0)|2
X
n

G hm+ k|niµ µ hn|miG
ωµ,n − ωG,m − ωl

,

B̂ =
X
µ,µ0

M∗
µ0(Q0)

µ
∂Mµ00

∂Q

¶
Q0

X
n

G hm+ k|niµ µ hn|Q|miG
ωµ,n − ωG,m − ωl

,

−
µ
∂M∗

µ0

∂Q

¶
Q0

Mµ00(Q0)
X
n

G hm+ k|Q|niµ µ hn|miG
ωµ,n − ωG,m − ωl

.

En las ecuaciones anterioresMµ0(Q0) es el elemento matricial del momento dipolar (equivalente
al

µ
¯̄
H−
E−R(eα,q)

¯̄
G
®
de esta tesis), ~ωµ,n es la energía del estado Ψµ,{n}({r}, {Q}) y ωp, la

frecuencia del fonón. A bajas temperaturas no es necesario hacer el promedio estadístico y
basta considerar el estado inicial ausente de fonones (m = 0). Los términos Â y B̂ proceden de
los primeros coeficientes de la expansión del elemento matricial Mµ0(Q) en serie de potencias
de (Q−Q0) . En el modelo de osciladores desplazados, debido originalmente a Hutchinson[22],
para los estados vibracionales |miG y |niµ se suponen curvas de energía potencial parabólicas
con la misma curvatura, pero desplazadas una respecto a otra en Q0 =

√
2
p
~/Mωp∆. En

muchos experimentos la magnitud ∆ se utiliza como parámetro de ajuste y ∆2 se identifica con
el factor de Huang y Rhys[48, 65]. Las integrales de solapamiento entre las funciones de onda
vibracionales son iguales a

µ hn|miG =
r
n!

m!
e−∆

2/2∆n−mLn−mm (∆2),

donde Lpm son los polinomios generalizados de Laguerre.
Varios autores han empleado este esquema para estudiar nanocristales de distintos materi-

ales [6, 48, 51, 72], considerando sólo el término Â y utilizando el parametro ∆2 para ajustar
la relación de intensidades de los sobretonos con el primer orden de la sección Raman. Estos
autores han encontrados valores ajustados para ∆2 del orden de la unidad.
Desde el punto de vista microscópico, el factor de Huang-Rhys se calcula a partir de la

expresión [48, 51, 65]

∆2 =
X
p

¯̄̄̄
¯

N,L,M,P

¯̄
H+
E−L (np, lp,mp)

¯̄
P,M,L,N

®
~ωp

¯̄̄̄
¯
2

.

El cálculo directo de ∆2 para un punto cuántico de CdSe (L = 0,M = 0, P = 1, y lp = 0) da
valores del orden de 10−3. Incluso utilizando el formalismo k · p con bandas degeneradas se
obtienen valores de 10−1, aun inferiores a los valores ajustados en los experimentos[65].
Para explicar esta discrepancia se han invocado estados extrínsecos como: excitón-donor

con el hueco atrapado en el centro[59], trampas de hueco en la superficie con un radio de atra-
pamiento como factor de ajuste[8] o una carga extra en el centro del cristal[65]. Sin embargo, no
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se han dado evidencias concluyentes de que estos estados dominen los procesos Raman, mien-
tras que estados tanto intrínsecos como extrínsecos han sido invocado con éxito para explicar
experimentos de luminiscencia [8, 26, 28, 30]. Los resultados obtenidos con la aplicación de
nuestra teoría a los nanocristales de CdSe justifican las altas intensidades de los sobretonos en
los espectros Raman invocando sólo estados intrínsecos. Además, demuestran que los procesos
Raman de orden superior son dominados por canales diferentes a los de primer orden. De
esta manera, la relación entre las intensidades de segundo y primer orden no se determina por
el factor de Huang-Rhys. En general, mientras mayor es el orden de dispersión, mayor es la
diversidad de modos de vibración y excitones que participan. De este trabajo se concluye que
no es necesario invocar valores enormes del factor de Huang-Rhys para explicar las intensidades
relativas de la secciones Raman de distintos órdenes.
La explicación de por qué se han determinado valores tan altos del factor de Huang-Rhys a

partir de los datos experimentales se puede encontrar en el mismo esquema de Franck-Condon.
Este es particularmente útil para moléculas pequeñas, en las cuales las fuerzas que actúan sobre
los iones dependen fuertemente del estado electrónico y la mayor contribución a los procesos
multifonónicos procede del término Â.
Sin embargo, cuando la dispersión Raman es mediada por estados extendidos, como es

usual en moléculas grandes y sólidos, los estados vibracionales no dependen de excitaciones
electrónicas simples, lo que implica∆2 ' 0. En el caso límite el término Â solamente contribuye
a la dispersión elástica y el término B̂, obtenido como corrección perturbativa de Â, coincide
exactamente con la dispersión de primer orden en nuestra teoría. Los sobretonos se pueden
describir adecuadamente si se calculan las correcciones superiores a Â (términos Ĉ, D̂, etc).
Bajo estas condiciones, un estimado del factor de Huang-Rhys basado sólo en el término Â, dará
valores artificialmente grandes. Naturalmente, es posible que existan estados extrínsecos con
altos valores de ∆2 que dominen la dispersión Raman, pero en la actualidad no hay evidencias
concluyentes de esto. Una evidencia puede ser aportada por mediciones de los valores absolutos
de la intensidad Raman.
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Capítulo 5

Dispersión hiper-Raman por
nanocristales

5.1 Características del proceso.

Como se ha visto, la espectroscopia Raman de primer orden es una herramienta útil para
investigar los fonones con momento angular nulo, o sea, con simetría esférica, en los puntos
cuánticos. La espectroscopia hiper-Raman (HR) es una técnica complementaria que permite
investigar modos de vibración y estados electrónicos con simetrías diferentes. Si bien es cierto
que los fonones y excitones con momento angular mayor que 0 pueden ser investigados mediante
dispersión Raman resonante de orden superior, siempre es conveniente tener varias técnicas
disponibles. Además, como se mostrará más adelante, en la dispersión hiper-Raman de primer
orden por nanocristales sólo son activos los modos de vibración con momento angular lp = 1, lo
que permite estudiarlos por separado de los modos con mayor momento angular. Otra ventaja
es que el ancho de línea es el de un sólo fonón y se puede obtener mejor resolución desde el punto
de vista experimental. Otra ventaja nada despreciable radica en que la frecuencia de excitación
se halla en el medio de la banda prohibida y por tanto el material es transparente a la frecuencia
de excitación, aunque no a la de dispersión. A pesar de que la primera observación de dispersión
HR se reportó en 1964 [79] el número de estudios ha sido pequeño debido a que es un efecto muy
débil, salvo en condiciones de resonancia, en las cuales se hace comparable al efecto Raman no
resonante [54]. Los estudios experimentales efectuados en sólidos masivos [43, 88] y en puntos
cuánticos [5, 6, 31, 42] han sido interpretados en términos de la teoría de perturbaciones (al igual
que en esta tesis) sin considerar excitones, sino pares electrón-hueco. Los efectos excitónicos se
introdujeron recientemente para el caso de materiales masivos[37]. En este capítulo se presenta
una versión de esta teoría aplicada a los puntos cuánticos semiconductores en régimen de
confinamiento fuerte.

5.2 Teoría general

La dispersión HR es un proceso no lineal que consiste en la absorción de dos fotones de frecuen-
cias ωi, vectores de onda ki, y polarizaciones ei (i = 1, 2), y la emisión de un fotón (ωs,ks,es)
con la excitación simultánea de modos vibracionales[86]. Debido a su naturaleza no lineal, la
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Figura 5.1: Diagramas de Feyman que contribuyen a la dispersión hiper-Raman resonante.

magnitud que caracteriza a un sistema en un proceso HR es la eficiencia de dispersión por
unidad de ángulo sólido y de frecuencia[37]

d 2sij

dωsdΩs
=

1

IiIj

d 2Pij
dωsdΩs

, (5.1)

donde Ii y Ij son las intensidades de excitación y
d 2Pij
dωsdΩs

la potencia dispersada por unidad de
ángulo sólido y de frecuencia. Es preferible nombrar a s eficiencia y no sección eficaz puesto
que tiene dimensiones de Area/Intensidad, pero hay autores que le llaman sección eficaz. En
particular, las excitaciones i y j pueden ser la misma, o sea, el caso en que sólo hay una fuente
de excitación. La ecuación (5.1) puede entenderse como la sección eficaz Raman del sistema
ante la excitación j estimulada por otra excitación i dividida por Ii. Usando los resultados del
capítulo 2, el análogo de la ecuación (2.110) es

d2sij

dΩdωs
=
V 3ω3sηiηjη

3
s

4π2c5ωiωj~2
1

NiNj

X
F

|WFI (ωs, es;ωi, ei;ωj, ej)|2 δ (EF −EI) , (5.2)

donde V es el volumen de normalización del campo de radiación, ηi (i = 1, 2) y ηs son los
índices de refracción del medio a las frecuencias ωi y ωs, respectivamente, c la velocidad de la
luz en el vacío y WFI es la amplitud de dispersión. En el mismo espíritu que el capítulo 2 la
amplitud de transición se expresa en términos de la teoría de perturbaciones para los estados
del sistema electrón+radiación+vibración

WFI =
X

V1,...Vk+1

D
F
¯̄̄
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¯̄̄
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ED
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¯̄̄
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¯̄̄
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¯̄̄
V1
ED
V1

¯̄̄
Ĥint

¯̄̄
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hQ2
j=0

¡
EI −EVj+1

¢i ,

donde Ĥint = ĤE−R + ĤE−L. Los estados virtuales del sistema son del tipo

|Vki =
¯̄
N 0
i , N

0
j, Ns + 1/2∓ 1/2

®⊗ ¯̄̄(1/2∓ 1/2)pE⊗ ¯̄µj® , (5.3)

donde la combinación de números de fotones (N 0
i , N

0
j) toma los valores (Ni, Nj), (Ni − 1, Nj),

(Ni, Nj − 1), (Ni − 2, Nj), (Ni, Nj − 2) o (Ni − 1, Nj − 1). En la expresión (5.3) el primer |...i
corresponde al estado del campo de radiación, el segundo al campo de vibración y el tercero a
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estados excitónicos, todos los cuales fueron definidos en la sección 2.4.1. Los signos superiores
e inferiores corresponden a estados antes y después, respectivamente, de realizarse la absorción
del fotón i o j o la emisión del fotón s. El orden de las interacciones en el desarrollo perturbativo
de la amplitud de transición es variado. Siendo un proceso de orden 4 hay un total de 4!=24
términos con diferente orden de las interacciones. En el lenguaje de diagramas de Feynman se
dice que hay 24 diagramas topológicamente no equivalentes. Analizando los denominadores de
cada diagrama se concluye que los procesos resonantes cuando se cumple que ~ωi ∼ ~ωj ∼ Eg/2,
son aquellos en los cuales ocurre primero la absorción de los dos fotones i y j, luego la emisión
del fonón y finalmente la emisión del fotón s. A estos le corresponden los diagramas que se
ilustran en la figura 5.1. Como en WFI hay dos elementos de absorción y uno de emisión de
fotón, se pueden factorizar los operadores de creación y aniquilación de fotón, quedando

WFI =
q
NiNj(Ns + 1)Mp(ωi,ωj,ωs;R).

En el caso de excitación por un solo láser Nj = Ni − 1 y los dos diagramas de la figura
5.1 representan a un único término en la ecuación (5.2). Si Ni À 1, como es usual para
un láser, y Ns = 0, entonces

p
NiNj(Ns + 1) ' Ni. La probabilidad de dispersión total se

obtiene sumando sobre todos los fonones posibles p. En este trabajo solamente se consideran
los procesos de emisión de un fonón (Stokes). La función delta en (5.2) se reemplaza por una
función lorentziana ∆(ωi+ωj−ωp−ωs;Γp) con un ancho espectral Γp que da cuenta del tiempo
de vida de los fonones. En resumen, se obtiene una expresión para la eficiencia HR resonante
en función de los elementos matriciales entre estados excitónicos

d 2sij

dωsdΩs
=

V 3

(2π)2
ω3sηiηjη

3
s

~3ωjωic5
X
p

|Mp(ωi,ωj,ωs;R)

+Mp(ωj,ωi,ωs;R)|2∆(ωi + ωj − ωp − ωs;Γp) , (5.4)

si se utilizan dos fuentes de excitación y

d 2sii

dωsdΩs
=

V 3

(2π)2
ω3sη

2
i η
3
s

~3ω2i c5
X
p

|Mp(ωi,ωi,ωs;R)|2∆(2ωi − ωp − ωs;Γp) (5.5)

si hay una sola fuente de excitación. Mp se da por la expresión general

Mp(ωi,ωj,ωs;R) =
X

µ1,µ2,µ3


G
¯̄
H+
E−R(es,qs)

¯̄
µ3
® hµ3|H+

E−L(p)|µ2i
(~ωs − Eµ3 + iΓµ3)

×

µ2
¯̄
H−
E−R(ej,qj)

¯̄
µ1
® 
µ1
¯̄
H−
E−R(ei,qi)

¯̄
G
®

(~ωi + ~ωj −Eµ2 + iΓµ2)(~ωi −Eµ1 + iΓµ1)
. (5.6)

De los denominadores de la ecuación anterior se deduce que ocurren resonancias si

~ωi + ~ωj =
½

Eµ2 entrada
Eµ3 + ~ωp salida .

(5.7)
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Debe notarse que si ωi y ωj están muy próximos entre sí, se mezclan los espectros de sii, sjj y
sij.
En muestras reales los nanocristales se presentan con una distribución de formas y tamaños.

Considerando la forma esférica y el tamaño caracterizado por una función de distribución por
radios F (R) se puede definir la eficiencia de dispersión hiper-Raman promedio*

d 2SijHR
dωsdΩs

+
=

1

hVDi
Z

d 2sij

dωsdΩs
F (R)dR , (5.8)

donde hVDi es el volumen promedio de los nanocristales. Esta definición coincide con la que se
usa para un cristal infinito cuando hVDi −→∞. Además, es independiente de la concentración
de los nanocristales. Para obtener la eficiencia hiper-Raman de la matriz más los nanocristales
basta multiplicar (5.8) por la fracción de volumen que estos ocupan.

5.2.1 Elementos matriciales y reglas de selección para nanocristales
esféricos

Los elementos matriciales de absorción del primer fotón y recombinación directa del excitón
son los mismos que en la dispersión Raman ordinaria (2.98,3.2). El elemento matricial de
la absorción del segundo fotón corresponde a una absorción intrabanda y se calcula según la
ecuación (2.97). En la aproximación dipolar q = 0


µ2
¯̄
H−
E−R(ej,0)

¯̄
µ1
®
=

e√
V

s
2π~
ωjη2j

X
α,α0

C∗N2,L2,M2,P2
(α0)CN1,L1,M1,P1(α)

×
¿
α0, L2,M2

¯̄̄̄
ej · p̂e
me

− ej · p̂h
mh

¯̄̄̄
α, L1,M1

À
, (5.9)

donde α = {ne, nh, le, le}. Concentremos la atención en la parte del operador que actúa sobre
el electrón. Empleando la identidad p̂e = (ime/~)

h
Ĥe, re

i
, siendo Ĥe el Hamiltoniano del

electrón (2.4), encontramos¿
α0, L2,M2

¯̄̄̄
ej · p̂e
me

¯̄̄̄
α, L1,M1

À
=
i

~
(Eα0 −Eα) hα0, L2,M2 |ej · re|α, L1,M1i . (5.10)

con Eα dada por (2.9). ej · re se puede descomponer en términos de las componentes de un
tensor esférico de orden 1: T (e)1q .

ej · re =
1X

q=−1
aqT

(e)
1q ; T

(e)
1q =

r
4π

3
reY1,q(Ωe) , (5.11)

a0 = ejz , a±1 =
iejy ∓ ex√

2
. (5.12)
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Los elementos matriciales de T (e)1q se calculan con ayuda del teorema de Wigner-Eckart, con el
mismo método que se utilizó en el capítulo 4 para los elementos matriciales de la interacción
excitón-fonón. Debido a las propiedades de los símbolos 3j, que en esencia expresan la ley de
conservación del momento, en la suma (5.11) sólo sobrevive el término q =M2−M1. Se obtiene
la expresión

hn0e, n0h, l0e, l0h, L2,M2|ej · re|ne, nh, le, lh, L1,M1i = δn0h,nh δl0h,lh aM2−M1

× (−1)1+l0h+L1+L2−M2

µ
L2 1 L1
−M2 M2 −M1 M1

¶½
L2 L1 1
le l0e lh

¾µ
l0e 1 le
0 0 0

¶
×
p
(2L2 + 1)(2L1 + 1)(2l0e + 1)(2le + 1)RGne,le→n0e,l0e , (5.13)

Gn,l→n0,l0 =
1

R

Z ∞

0

Rn0,l0(r)Rn,l(r) r
3 dr . (5.14)

En el proceso considerado L1 =M1 = 0, le = lh. Esto permite evaluar los símbolos 3j y 6j que
aparecen en la ecuación anterior y se obtiene

hn0e, n0h, l0e, l0h, L2,M2 |ej · re|ne, nh, le, le, 0, 0i = δn0h,nh δl0h,lh δL2,1 δP2,−1aM2

× 1√
3

"r
le + 1

2le + 1
δl0e,le+1 −

r
le

2le + 1
δl0e,le−1

#
RGne,le→n0e,l0e .

Para el hueco se obtiene una expresión similar, intercambiando los índices e y h. La expresión
final del elemento matricial se puede escribir en la forma


µ2
¯̄
H−
E−R(ej,0)

¯̄
µ1
®
=
ieE0R̄

2

~R
1√
V

s
2π~
ωjη2j

h
F (e)µ1→µ2 −F (h)µ1→µ2

i
, (5.15)

F (e)µ1→µ2 = δL2,1 δP2,−1 aM2

X
α,α0

δle,lhδl0h,lh δn0h,nhC
∗
µ2
(α0)Cµ1(α)

×
µ
R

R̄

¶2 (En0e,l0e −Ene,le)√
3E0

"r
le + 1

2le + 1
δl0e,le+1 −

r
le

2le + 1
δl0e,le−1

#
Gne,le→n0e,l0e . (5.16)

donde se ha introducido la energía E0 = ~2/2m0R̄
2 (R̄ es el radio medio de la distribución)

para que las F (e,h) sean magnitudes adimensionales que no dependen explícitamente del radio
del nanocristal, aunque sí implícitamente a través de los coeficientes Cµ1(α). F (h)µ1→µ2 se obtiene
de (5.16) intercambiando los índices e y h.
De la ecuación (5.16) se deduce que después de la absorción del segundo fotón el excitón debe

estar en el estado µ2 ≡ (N2, L2 = 1,M2 = 0,±1, P2 = −1). Dicho de otra forma, la absorción
sucesiva de dos fotones genera excitones con momento angular L = 1, en contraste con la absor-
ción de un fotón, para la cual L = 0. Además, los factores δl0,l±1 en la ecuación (5.16) introducen
la regla de selección de paridad P1 = 1→ P2 = −1, indicando que las transiciones intrabanda
ocurren con cambio de paridad de la función envolvente. En las transiciones interbandas el
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cambio de paridad ocurre en las funciones de Bloch. Si la luz incidente está linealmente po-
larizada con ej k ẑ (siendo x̂, ŷ, y ẑ ejes ortogonales fijos al nanocristal) entonces aM2 = δM2,0,
mientras que para polarización circular ej k (x̂± iŷ)/

√
2, aM2 = δM2,±1. Para una orientación

arbitraria de los ejes del nanocristal respecto a ej se crean excitones con M2 = 0,±1. Para
obtener la sección Raman promedio de una muestra en la cual los nanocristales están orientados
aleatoriamente, es necesario promediar sobre las orientaciones.
El elemento matricial de la interacción excitón-fonón hµ3|H+

E−L (np, lp,mp) |µ2i se calcula
mediante (4.2), con la particularidad de que L2 = 1, L3 = M3 = 0. En este caso la ecuación
(4.2) se reduce a

hµ3|H+
E−L (np, lp,mp) |µ2i =

CF√
R

h
H(e)
µ2→µ3 −H(h)

µ2→µ3

i
, (5.17)

donde

H(e)
µ2→µ3 = δlp,1δmp,M2

X
α0,α00

δl00e ,l00h δn00h,n0h δl00h,l0hC
∗
µ3
(α00)Cµ2(α

0)

× 1√
4π

"s
l00e + 1
2l00e + 1

δl0e,l00e+1 −
s

l00e
2l00e + 1

δl0e,l00e−1

#
Φ
np,lp
n0e,l0e→n00e ,l00e , (5.18)

Φ
np,lp
n0,l0→n00,l00 =

Z ∞

0

Rn00,l00(r)Rn0,l0(r)Φnp,lp(r) r
2 dr (5.19)

y H(h)
µ2→µ3 se obtiene de (5.18) intercambiando los subíndices e y h. De aquí sigue que el fonón

que se emite tiene números cuánticos lp = 1 y mp = M2. De acuerdo a las reglas de selección
anteriores, los modos de vibración con diferente mp pueden ser excitados selectivamente con-
trolando la polarización ej del láser: M2 = mp = 0 si ej k ẑ yM2 = mp = ±1 si ej k (x̂±iŷ)/

√
2.

Las reglas de selección se resumen en

(L1 = 0,M1 = 0) −→ (L2 = 1,M2 = 0,±1) (lp=1,mp=M2)−→ (L3 = 0,M3 = 0). (5.20)

Las reglas de selección para un conjunto de nanocristales aleatoriamente orientados se puede
enfocar desde otro punto de vista. La función de onda del excitón se puede escribir como

Φc,v;N,L,M,P (re, rh) = uc(re)u
∗
v(rh)ΦN,L,M,P (re, rh),

siendo uc y u∗v las funciones de Bloch en el punto Γ. En el marco de nuestro modelo isótropo
estos estados son 2L+1 veces degenerados respecto al númeroM y las funciones de onda forman
bases del subespacio de momento angular L. Entonces es posible tomar como soluciones las
combinaciones lineales de estos estados, en particularX

M 0
RLM 0,Muc(re)u

∗
v(rh)Φc,v;N,L,M 0,P (re, rh) = uc(re)u

∗
v(rh)ΦN,L,M,P (R−1re,R−1rh),

donde R es un operador de rotación y RLM 0,M es la matriz correspondiente a R en una represen-
tación irreducible del grupo de rotaciones espaciales. Haciendo un cambio de variables r→ Rr
se obtiene la función de onda

Φ̃c,v;N,L,M,P (re, rh) = uc(Rre)u∗v(Rrh)ΦN,L,M,P (re, rh).
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En la función anterior los vectores re y rh están representados respecto al eje de cuantización
Z del momento angular orbital, el cual puede tomarse fijo al laboratorio y determinado por
el vector de polarización ej (paralelo a ej en caso de polarización lineal y perpendicular para
polarización circular). La orientación del cristal respecto a los ejes del laboratorio X,Y y Z se
describe por el operador R y sólo es necesario promediar los elementos ei · pcv y es · pcv. En
el marco de este enfoque, se concluye que en la absorción del segundo fotón se crean excitones
en todos los nanocristales de la muestra con L2 = 1 y M2 = 0 o 1 para polarización lineal o
circular, respectivamente.
Los fonones que se crean están cuantizados respecto al mismo sistema de ejes que los ex-

citones x̂, ŷ, ẑ o X,Y, Z. Consideremos, por ejemplo, el caso de polarización lineal y ejes de
cuantización X,Y,Z: a la sección eficaz contribuyen sólo los fonones con mp = 0. Si se conside-
ran los ejes de cuantización x̂, ŷ, ẑ, a la sección eficaz contribuyen los fonones con mp = 0,±1,
cada uno con peso |aM2 |2. Dado queX

q

|aq|2 = |ej|2 = 1,

se obtiene la misma sección eficaz. Así, se puede interpretar que en el proceso de dispersión se
generan fonones con mp = 0,±1 cuantizados respecto a los ejes de simetría del nanocristal o
respecto un eje del laboratorio.
Comparando (5.20) con (3.7) queda claro que las espectroscopias Raman e hiper-Raman re-

sonantes son técnicas complementarias en el estudio del espectro vibracional de los nanocristales.
Adicionalmente, el análisis de los perfiles de resonancia vs. ~ωi + ~ωj revelaría los estados ex-
citónicos con L = 1.
Insertando las ecuaciones (3.2), (5.15), y (5.17) en (5.6), se obtiene la siguiente expresión

para la eficiencia hiper-Raman de un nanocristal

d 2sij

dωsdΩs
= σ0

µ
R̄

R

¶3X
np

ηs
ηiηj

ω2s
ωiωj

¯̄̄
Mnp(ωi,ωj,ωs;R) (5.21)

+
ej · pcv
ei · pcvMnp(ωj,ωi,ωs;R)

¯̄̄̄2
∆(ωs) , (5.22)

dondeMnp es la amplitud de transición adimensionalizada

Mnp = E
3
0

X
µ1,µ2,µ3

f∗µ3

h
H(e)
µ2→µ3 −H(h)

µ2→µ3
i

(~ωs −Eµ3 + iΓµ3)

×
h
F (e)µ1→µ2 −F (h)µ1→µ2

i
fµ1

(~ωi + ~ωj −Eµ2 + iΓµ2)(~ωi − Eµ1 + iΓµ1)
, (5.23)

y σ0 es una contante que tiene todas las dimensiones de (5.21)

σ0 = 2π
e6

m2
0 c
5

R̄2

~2ωiωj
|ei · pcv|2|es · pcv|2

m2
0E

2
0

C2F
E20R̄

. (5.24)
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Tabla 5.1: Parámetros empleados en los cálculos de dispersión hiper Raman por nanocristales
de CdSe.

Parámetro Valor
me/m0 0.12a

mh/m0 0.45a

Eg (eV) 1.865a

ωL (cm−1) 213.1a

ωT (cm−1) 165.2b

βL (10
3ms−1) 2.969a

βT (10
3ms−1) 0.002

²a0 (CdSe) 9.53c

²a∞ (CdSe) 5.72d

²b∞ (Glass) 4.64e

Γµ (meV) 5
Γnp (cm

−1) 2
P 2 (eV) 20f

aRef. [84]. bRef. [23]. cRef. [3]. dCalculado con la relación de Lydanne-Sachs-Teller. eRef. [92].
fRef. [40] (P 2 = 2|pcv|2/m0).

En el caso de excitación por un solo láser, se utiliza la ecuación (5.21) con j = i y se suprime
el segundo sumandoMnp. La expresión (5.21) es adecuada para el cálculo del espectro HR en
función del desplazamiento hiper-Raman ωs−ωi−ωj. Integrando (5.8) sobre ωs se obtiene*

dSijHR
dΩs

+
=
hσ0i
hVDi

X
np

Z
F (R)

(ωi + ωj − ωnp(R))
2

ωiωj

× ηs
ηiηj

µ
R̄

R

¶3 ¯̄Mnp(ωi,ωj,ωi + ωj − ωnp(R);R)

+

Ã|es · pcv|2 |ej · pcv|2®|es · pcv|2 |ei · pcv|2®
! 1

2

Mnp(ωj,ωi,ωi + ωj − ωnp(R);R)
¯̄2
dR , (5.25)

donde hσ0i es el promedio de σ0 sobre las orientaciones de los nanocristales con el ángulo
arccos(ei · es) fijo[32]. Para valores típicos de R̄ (∼ 2 nm), E0 (∼ 10 meV) y los parámetros de
la tabla 5.1 se estima para hσ0i/ hVDi un valor de 10−4 cmMW−1sr−1.

5.3 Eficiencia hiper-Raman de nanocristales de CdSe

En esta sección se presentan un estudio numérico de la eficiencia HR de nanocristales de CdSe,
considerando excitones confinados en un potencial infinito y cierto radio efectivo (el mismo que
ajusta resultados experimentales y se presenta en la sección 3.3). Primero, en la figura 5.2(a)
se muestran las energías de los estados excitónicos con L = 0 (líneas sólidas) y 1 (líneas
discontinuas) en un nanocristal de CdSe en función del radio.
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Figura 5.2: Niveles de energía de los excitones N = 1, ...7, L = 0 (línea continua) y L = 1
(línea de trazos) en un punto cuántico esférico de CdSe. La línea de trazos I indica la energía
2~ωl = 2.771 eV y la línea continua II corresponde a la energía de los fotones dispersados ~ωs =
2~ωl − ~ω1,1 = 2.745 eV. Las flechas sólidas y discontinuas indican los radios de resonancias
de salida y entrada, respectivamente. La línea III representa una distribución gausiana de los
radios centrada en R̄ = 18 Å y dispersión del 40%. (b) Frecuencia de los modos ópticos de
vibración lp = 1 en un nanocristal de CdSe en función del radio.
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Analicemos en detalle los modos de vibración ópticos. En el cristal de CdSe la rama fonónica
TO es plana o con muy poca dispersión[23], por lo cual el parámetro βT ' 0 (ver ecuación
(2.51a)). Si se intenta resolver las ecuaciones (2.50b) y (2.50c) con βT = 0 no es posible
satisfacer todas las condiciones de empalme en la intercara vidrio-semiconductor. Un enfoque
alternativo es usar las soluciones con βT finito y tomar el límite βT → 0. Desde un punto
de vista físico se espera que en un modo de vibración del nanocristal, la componente TO del
vector u(r) sea una función nula o que se amortigüe rápidamente, ya que no se puede propagar
a frecuencias diferentes de ωT . Sin embargo, la componente TO es necesaria en la intercara
para garantizar el cumplimiento de las condiciones de empalme. Examinando cuidadosamente
la ecuación (2.69) se nota que la componente TO de u (dada por plgl(Qr)) se anula para todo
r < R en el límite β2T → 0+.
Los resultados de los cálculos son consistentes con la física del problema. En la figura 5.2(b)

se muestra la dependencia de la frecuencia de los modos normales lp = 1 con el radio del
nanocristal. Estas exhiben puntos de inflexión alrededor de 185 cm−1, que es la frecuencia
del modo de intercara de Fröhlich[34]. Este modo se describe en el modelo dieléctrico (para
lp = 1), que considera bandas LO y TO planas y sólo condiciones de empalme electrostáticas.
La frecuencia de Fröhlich ωF está relacionada sólo con las constantes dieléctricas de los medios
constituyentes: ω2F = ω2T (²a0 + 2²b∞)/(²a∞ + 2²b∞). Luego, el modelo que se usa en este
trabajo, con bandas LO no planas y condiciones de empalme mecánicas y electrostáticas guarda
reminiscencias del modelo dieléctrico, manifiesto en una fuerte componente electrostática para
frecuencias cercanas a ωF . En la figura 5.3 se muestra la parte radial del potencial eléctrico
Φnp,1(r) vs. r para los primeros modos de oscilación y varios radios. Se aprecia que ocurre un
aumento de Φnp,1 en la intercara y el exterior en los nanocristales con radio de 11.5, 16.2 y 21Å,
para los modos np =2, 3 y 4, respectivamente, en coincidencia con las inflexiones de la figura
5.2(b).
A continuación se muestran los cálculos de eficiencia HR y los perfiles de resonancia ante

excitación con una sola fuente de luz. Las resonancias de entrada y de salida se denotan
mediante una combinación de la letra I (entrada) u O (salida) y el número cuántico del excitón
resonanteN . Es importante recordar que, debido a las reglas de selección (5.20), las resonancias
de entrada ocurren para

2~ωl = EN,L=1,M,−1 , i = j = l,

mientras las de salida aparecen para

~ωs = 2~ωl − ~ωnp,1 = EN,L=0,0,1 .

Primero se discutirán los espectros para nanocristales aislados. En la figura 5.4 se muestran
espectros típicos para puntos cuánticos de distintos radios. La energía del fotón dispersado
~ωs = 2~ωl − ~ω1,1 está en resonancia de salida con el nivel N = 1, L = 0. En el cálculo de la
amplitud de transición se incluyeron los 11 niveles excitónicos de menor energía (N = 1 a 11,
para L = 0 o 1). Se empleó un ensanchamiento de Γµ = 5meV para todos los niveles excitónicos
y Γnp = 2 cm−1 para los fonones. En todos los casos se encontró que el pico fundamental
corresponde a la excitación del modo lp = 1, np = 1, y hay pequeños picos correspondientes a
np = 2, 3 y 4. Nótese que en los espectros de las figuras 5.4(a) y 5.4(b) el pico np = 3 es mayor
que para np = 2, 4, mientras que en 5.4(c) es más fuerte el np = 4. Estos picos que sobresalen,
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Figura 5.3: Parte radial del potencial electrostático asociado a distintos modos de vibración
lp = 1 para nanocristales de distintos radios. Línea continua: np = 1; línea de trazos: np = 2;
línea de puntos: np = 3; línea de puntos y trazos: np = 4. La ecuación ωnp,1(R) = ωF con
np = 2, 3, y 4 se cumple para R = 11.5 Å, R = 16.2 Å, y R = 21 Å, respectivamente. Puede
verse el aumento del potencial Φnp,1 en la intercara cuando ωnp,1 coincide con ωF .
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Figura 5.4: Espectros hiper-Raman de nanocristales de CdSe inmersos en vidrio para varios
radios y energías de excitación : a)R = 16Å y 2~ωl = 2.975 eV. b)R = 18Å y 2~ωl = 2.771 eV.
c) R = 21 Å y 2~ωl = 2.555 eV.
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aparte del np = 1, corresponden a modos con frecuencia cercana a la frecuencia de Fröhlich:
para R = 16 Å y 18 Å ω3,1 ∼ ωF , y para R = 21 Å ω4,1 ∼ ωF . Como se vio en la figura 5.3 el
potencial de estos modos es mayor y por tanto interactúan más fuertemente con los excitones.
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Figura 5.5: Perfil de resonancia hiper Raman calculado para nanocristales de CdSe con radio
R = 18 Å. Las resonancias se denotan con las etiquetas IN o ON , donde I (O) significa entrada
(salida) con el excitón N,L = 1 (N,L = 0). Se han usado tres esquemas de cálculo: línea
continua: interacción coulombiana considerada completamente mediante diagonalización del
Hamiltoniano; línea de puntos: interacción coulombiana en primer orden de teoría de pertur-
baciones; línea de trazos: interacción coulombiana nula, equivalente al modelo de electrón y
hueco libres.

Los perfiles de resonancia HR para el pico np = 1, lp = 1 se muestran con línea continua en
la figura 5.5 para un punto cuántico de R = 18 Å de radio. Un detalle importante en la figura
5.5 es que las resonancias de salida (ON) ocurren a menor energía que las de entrada (IN), lo
cual es una consecuecia natural de las reglas de selección y de que el espaciamiento energético
entre los niveles excitónicos es mucho mayor que las energías de los fonones. Es bueno apuntar
que esto último es distinto a lo usual en los semiconductores masivos. Es interesante averiguar
cuál es el efecto de la interacción coulombiana en los perfiles de resonancia y los espectros. En
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Figura 5.6: Espectro hiper-Raman de un conjunto de nanocristales de CdSe con radio medio
21 Å y dispersión del 40 %, a la energía 2~ωl = 2.771 eV. Con líneas finas se muestran las
contribuciones de los distintos radios de resonancia.

la figura 5.5 se muestra el cálculo del perfil de resonancia sin interacción coulombiana (línea de
trazos), y con la interacción en teoría de perturbaciones de orden 1 (línea de puntos). El cálculo
sin interacción está corrido hacia el azul, mas el cálculo perturbativo da energías correctas con
una diferencia de apenas 4 meV respecto al cálculo completo. En cuanto a los valores absolutos,
el cálculo con la interacción completa es muy bien aproximado por el cálculo perturbativo y da
valores ligeramente superiores a los del modelo sin interacción, fundamentalmente a causa de
que la fuerza del oscilador es mayor para los excitones L = 0 que para los pares electrón hueco.
Por otra parte, los espectros HR normalizados calculados sin la interacción son iguales a los de
la figura 5.4, siempre que 2~ωl se reescale para estar en una condición de resonancia equivalente.
Se puede concluir que los efectos excitónicos en la dispersión HR por nanocristales en régimen
de confinamiento fuerte se limitan a renormalizar las energías de resonancia y a aumentar un
poco las eficiencias, incluso cuando se consideran barreras de confinamiento infinitas.
Finalmente, discutamos los efectos de la distribución de tamaños en una muestra de nano-

cristales. Se consideran muestras con una distribución de tamaños F (R) gaussiana centrada en
un radio medio R̄ y con ancho a la mitad del máximo del 40% del radio medio. Las condiciones
2~ωl = Eµ2(R) y ~ωs = Eµ3(R) determinan un conjunto de radios de resonancia {Rr} y sus
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Tabla 5.2: Lista de radios de resonancia y niveles resonantes correspondientes N en
nanocristales de CdSe para energía de excitación 2~ωl = 2.771 eV (ver el texto y la figura 5.6).
Las resonancias de entrada (salida) se denotan IN (ON).

R (Å) 18.0 20.3 26.0 27.8 28.0 29.9
(N,L) (1,0) (1,1) (2,1) (3,1) (3,0) (4,1)
Etiqueta O1 I1 I2 I3 O3 I4

correspondientes niveles resonantes {Er} con ensanchamientos {Γr}. Los radios de resonancia
para 2~ωl = 2.771 eV se indican con saetas en la figura 5.2(a) y se resumen en la tabla 5.2.
La eficiencia hiper-Raman promedio se puede calcular aplicando la expresión (5.25) y con la
sustitución (2.116).
En la figura 5.6 se muestra, con línea gruesa, el espectro HR de una distribución de

nanocristales de CdSe con radio medio 21 Å, para 2~ωl = 2.771 eV. Las líneas finas indi-
can las contribuciones de cada uno de los radios de resonancia, según la ecuación (2.116). Las
resonancias con otros niveles excitónicos son demasiado débiles o están atenuadas por la función
de distribución. Dos aspectos del espectro HR promedio merecen especial atención: el primero
es el pico principal a la frecuencia de 208 cm−1; el segundo es la estructura gruesa entre 180
y 190 cm−1. El pico fundamental se origina por la excitación del modo np = 1, lp = 1 en los
puntos cuánticos con diferentes radios de resonancia, cuya mayor contribución se debe a la
resonancia O3 en los nanocristales con R = 28.0 Å. Esta resonancia es tan fuerte porque casi
se satisface una condición de doble resonancia entre los estados N = 3, L = 0 y N = 3, L = 1
(ver la figura 5.2(a)). Por la misma razón se favorece la resonancia I3, asociada a R = 27.8 Å
(en realidad todos los radios entre 27.8 y 28.0 Å son resonantes, pero el análisis en términos de
un conjunto discreto de radios es suficiente). Por otra parte, la estructura en la banda 180-190
cm−1 se debe a la excitación de modos de intercara en todos los nanocristales resonantes. La
forma irregular es una consecuencia directa de la dependencia de la frecuencia con el radio y
por tanto un indicio del confinamiento de los fonones en espectros experimentales.
La figura 5.7 ilustra la variación de la forma del espectro HR ante variaciones de la energía de

excitación para una distribución de puntos cuánticos con radio medio de 18 Å. Este resultado se
explica en términos de los radios de resonancia: cuando 2~ωl = 2.771 meV aumenta o decrece
en 100 meV, los radios de resonancia se hacen menores o mayores, respectivamente, en 1 Å
aproximadamente. Por ello el pico principal se corre hacia frecuencias menores o mayores, como
se ve en las cuatro curvas inferiores. Sin embargo, se aprecia un efecto opuesto en el espectro
superior (cambio de 2~ωl = 2.871 eV a 2~ωl = 2.971 eV). En este caso el radio de resonancia O3
se acerca al radio medio de modo que no es atenuado por la función de distribución y domina
el espectro. Este efecto es equivalente a aumentar el radio medio. El ancho del pico principal
a la mitad del máximo (FWHM) aumenta gradualmente como resultado de la competición
creciente entre los distintos radios de resonancia.
Finalmente, la dependencia de los espectros HR con el radio medio para una energía de

excitación fija 2~ωl = 2.771 eV es ilustrada en la figura 5.8. Los aspectos esenciales se explican
con argumentos similares a los de la figura anterior. Para R̄ = 15 y 16 Å los espectros son
casi idénticos debido a la resonancia O1 en los puntos cuánticos de radio R = 18 Å. Para
R̄ = 18 Å el máximo se desplaza ligeramente hacia las altas frecuencias debido a la influencia
de resonancias superiores con radios mayores. Para R̄ = 20 Å el pico principal es claramente no
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Figura 5.7: Espectro hiper-Raman de un conjunto de nanocristales con radio medio 18 Å y
dispersión del 40 %, para diferentes energías de excitación. El gráfico insertado ilustra la
dependencia del ancho de línea a la mitad del máximo (FWHM) vs. 2~ωl. Las líneas son una
guía para la vista.
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lorentziano, pues tiene la contribución de dos resonancias igualmente fuertes. Para R̄ ≥ 21 Å
predomina la contribución de la resonancia O3.
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Figura 5.8: Dependencia de los espectros con el radio medio R̄ a la energía de excitación
2~ωl = 2.771 eV. La dispersión de tamaños es del 40 % en todos los espectros.
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Capítulo 6

Conclusiones y recomendaciones

6.1 Conclusiones

Se ha efectuado un conjunto de estudios sobre la dispersión de la luz en sistemas de puntos
cuánticos semiconductores, enfocando distintos aspectos. Una característica general es el em-
pleo del formalismo del excitón de Wannier-Mott para describir las excitaciones electrónicas
provocadas por la interacción con la luz. Los modos ópticos de vibración se han descrito por
medio de un modelo fenomenológico de de onda larga, que es particularmente importante en los
puntos cuánticos de dimensiones nanométricas, en los cuales se revela el efecto de confinamien-
to y de superficie en los fonones. La interacción electrón-fonón se ha considerado solamente a
través del campo eléctrico de largo alcance ascociado a los modos óptico-polares (mecanismo de
Fröhlich), pues se conoce que es este el mecanismo dominante en los sistemas de baja dimen-
sión en condiciones de resonancia. La sección eficaz de dispersión se obtiene basada en la teoría
de perturbaciones dependiente del tiempo, que es una aproximación válida para acoplamiento
electrón-fonón débil.
Se realizó un estudio detallado de las efectos excitónicos y del confinamiento en la disper-

sión Raman resonante de primer orden por nanocristales semiconductores esféricos. En este
estudio se compararon las predicciones de tres modelos para las excitaciones electrónicas en un
nanocristal de CdS: (I) Pares electrón-hueco en un pozo de potencial con barreras finitas, (II)
Excitones con barreras de confinamiento infinitas y (III) Excitones con confinamiento finito co-
mo en el modelo (I). Se encontró que: (1) La sección eficaz Raman es muy sensible a los detalles
de la función de onda de las excitaciones electrónicas; (2) Para poder reproducir los valores ab-
solutos experimentales de la sección eficaz, la descompensación electrón-hueco debe ser descrita
correctamente; (3) Esta es mayor si el potencial de confinamiento es finito; (4) Los efectos
excitónicos son importantes, incluso en puntos cuánticos en régimen de confinamiento fuerte.
Además, en casos de resonancias cuasi-dobles los efectos excitónicos influyen drásticamente en
la forma y la intensidad absoluta de los espectros Raman.
Se aplicó la teoría del efecto Raman de primer orden a la interpretación de datos experimen-

tales de nanocristales de CdSe inmersos en vidrio. Se estableció una metodología que permite
obtener la ley de dispersión de los fonones de un sistema tridimensional a partir de datos de los
fonones en un punto cuántico. Se reportó, por primera vez, la curvatura de la ley de dispersión
de los fonones ópticos longitudinales (parámetro βL) en el punto Γ para el CdSe. Este resultado
permitió confirmar la exactitud de cálculos ab initio en un amplio rango de la zona de Brillouin.
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Se estudió el efecto de la dispersión del tamaño de los nanocristales en el ensanchamiento y
la forma de la línea Raman y se demostró que: (1) Ocurre una resonancia selectiva según los
tamaños de los nanocristales; (2) La sección Raman de un conjunto de puntos cuánticos es la
suma de las secciones de los puntos que están en resonancia; (3) El aumento del ancho de línea
experimental al disminuir el radio medio de los nanocristales es atribuible, en una pequeña
parte, a la dispersión de tamaños, y en su mayor parte, a la disminución del tiempo de vida de
los fonones o a la relajación de las reglas de selección.
Se desarrolló la teoría de la dispersión Raman resonante por puntos cuánticos autorganiza-

dos. Estos se modelaron como discos circulares o elípticos delgados (en comparación con sus
dimensiones laterales). Se estudió la influencia de la relación altura/área y la relación entre
los semiejes del disco elíptico. Para los puntos cuánticos de InAs en GaAs y CdSe en ZnSe, se
encontró que el perfil de resonancia depende fundamentalmente de las masas de los electrones
y huecos y el potencial de confinamiento en el plano del disco. La simetría lateral del disco
influye en el perfil de resonancia, pero no en la forma de la línea Raman. Por el contrario,
la forma y los valores absolutos del espectro Raman dependen sensiblemente de las masas y
el confinamiento en la dirección perpendicular al plano del disco, o sea, la dirección del cre-
cimiento. Como aplicación del modelo desarrollado se plantea que los perfiles de resonancia
dan información sobre: (1) La simetría lateral, a través de las degeneraciones de los picos; (2)
Grosor del punto cuántico y las masas efectivas en la dirección de crecimiento, a través de las
energías; (3) Las dimensiones laterales del punto cuántico y las masas efectivas en el plano, a
través del espaciamiento entre los picos; (4) La técnica Raman permite validar y ampliar la
información obtenida mediante otras técnicas como absorción y luminiscencia.
Se desarrolló la teoría de la dispersión Raman resonante de orden superior por puntos cuán-

ticos semiconductores. En esta teoría se considera explícitamente la identidad de los fonones,
lo cual es importante debido el carácter discreto del espectro fonónico. Este hecho contrasta
con el caso de los semiconductores masivos, en los cuales la creación de varios fonones idénticos
no tiene peso en la sección Raman, producto del carácter continuo del espectro fonónico. Para
puntos cuánticos esféricos se obtuvieron las siguientes reglas de selección: (1) Conservación del
momento angular y la paridad en la interacción excitón-fonón (ecuaciones (4.3), (4.3) y (4.3));
(2) Anulación del momento total de los fonones (4.6); (3) Paridad del mismo (4.7). Además, se
encontraron reglas de selección específicas para los procesos de hasta tres fonones (Tabla 4.1).
Se estudió la dispersión Raman de orden superior por nanocristales de CdSe inmersos en

vidrio. Se encontró que: (1) Los fonones con índices np = lp = 1 tienen los elementos matriciales
mayores y son los que determinan la sección Raman; (2) Por esta razón y por la regla de selección
(4.7) los procesos de orden par son favorecidos frente a los de orden impar; (3) Los procesos
de órdenes diferentes transcurren por canales distintos; (4) El factor de Huang y Rhys no
determina necesariamente las intensidades relativas de los procesos de distintos órdenes; (5) Las
intensidades relativas pueden explicarse en función de estados intrínsecos y de la distribución
de tamaños de los puntos.
Se desarrolló la teoría de la dispersión hiper-Raman por puntos cuánticos semiconductores.

Para puntos cuánticos esféricos se demostró que: (1) Solamente se excitan los modos normales de
vibración ópticos con momento angular lp = 1 y los excitones con L = 0 y 1; (2) Las resonancias
de entrada y de salida ocurren con los niveles excitónicos L = 1 y 0, respectivamente; (3) En
un conjunto de puntos cuánticos ocurre una resonancia selectiva según el tamaño, al igual que
en el efecto Raman.
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Se estudió la dispersión hiper-Raman en sistemas de puntos cuánticos de CdSe en régimen
de confinamiento fuerte. Se presentaron las frecuencias de los excitones con L = 0, 1 y de los
modos de vibración ópticos con lp = 1. Se demostró que estos modos incrementan su carácter
electrostático de intercara cuando su frecuencia se acerca a la frecuencia de Fröhlich. Para
los espectros hiper-Raman se encontró que: (1) El pico más prominente se debe a los fonones
confinados con np = lp = 1; (2) Otras contribuciones apreciables se deben a los modos “de
intercara”; (3) Hay un comportamiento complejo de la posición del pico principal en función de
la energía de excitación y los detalles de la función de distribución de tamaños de los puntos; (5)
Para un conjunto de nanocristales se realzan los picos de los modos “de intercara”, formando
una banda alrededor de la frecuencia de Fröhlich; (5) En los cálculos es suficiente considerar
la interacción coulombiana en primer orden de teoría de perturbaciones; (6) Los perfiles de
resonancia también se reproducen con esta aproximación.

6.2 Recomendaciones

• Comparar los valores absolutos teóricos de la sección Raman de primer orden con futuros
datos experimentales.

• Obtener la sección Raman de primer orden, empleando hamiltonianos más sofisticados
para los excitones hasta esclarecer definitivamente la naturaleza de los estados que toman
parte en el proceso.

• Realizar experimentos de dispersión hiper-Raman en sistemas de puntos cuánticos y com-
probar la validez de las predicciones teóricas.

• Extender los estudios realizados a puntos cuánticos en régimen de confinamiento débil,
tales como los nanocristales de CuCl o CuBr, para los cuales existen datos experimentales.

• Desarrollar la teoría de los complejos excitón-fonón, que pueden ser importantes en la
dispersión de la luz por nanocristales en régimen de confinamiento débil.

• Comparar las predicciones teóricas de la dispersión Raman por puntos cuánticos autoen-
samblados con datos experimentales.

• Estudiar la dispersión Raman por puntos cuánticos autoensamblados con geometrías más
complejas y realistas, por ejemplo, con forma de lente.

• Estudiar la dispersión de la luz por puntos cuánticos en presencia de campos eléctricos y
magnéticos.
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Apéndice A

El excitón como excitación
multielectrónica

En realidad el excitón es un estado colectivo de todos los electrones del cristal. Para su de-
scripción teórica es conveniente emplear el formalismo de segunda cuantificación. Al estado de
mínima energía, en el que está repleta la banda de valencia v y vacía la banda de conducción
c lo llamaremos |Gi. Un estado en que falta un electrón de valencia y hay un electrón de
conducción se describe como

|Φe,hi = ĉ†c,eĉv,h̄ |Gi . (A.1)

En el lenguaje de funciones de onda se diría que |Φe,hi es la función de onda de todos los
electrones del cristal, en la cual se ha reemplazado la función monoelectrónica de valencia del
estado h̄ (estado h, entendida la inversión del tiempo) por la de un electrón de conducción
en el estado e. Los estados excitados del cristal con mínima energía hay que buscarlos como
combinaciones lineales de los estados anteriores

|Ψµi =
X
e,h

Aµ(e, h) |Φe,hi . (A.2)

Acorde al principio variacional, los coeficientes A(e, h) deben minimizar la energía del estado
ante el Hamiltoniano de todo el cristal. Ello conduce a una ecuación del tipoX

e,h

(He0,h0;e,h −Eδe,h)Aµ(e, h) = 0,

donde el elemento matricial del Hamiltoniano multielectrónico es [49]

He0,h0;e,h =
¡
E0 +Ec(e)− Ev(h̄)

¢
δc,c0δh,h0 −

¿
e0, h̄

¯̄̄̄
1

r12

¯̄̄̄
e, h̄0

À
+

¿
e0, h0

¯̄̄̄
1

r12

¯̄̄̄
h, e

À
. (A.3)

En la expresión anterior E0 es la energía del cristal en su estado básico, Ec(e) la energía del
electrón, −Ev(h̄) la energía del hueco y¿

e0, h̄
¯̄̄̄
1

r12

¯̄̄̄
e, h̄0

À
=

Z
dx1dx2 φ

∗
e0(x1)φ

∗̄
h(x2)

1

r12
φh̄0(x2)φe(x1)

=

Z
dx1dx2 φ

∗
e0(x1)φ

∗
h0(x2)

1

r12
φh(x2)φe(x1)
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es el elemento matricial de la interacción coulombiana entre un electrón y un hueco. El ultimo
término de la ecuación (A.3) corresponde a una interacción de intercambio y en primera aprox-
imación se desprecia por ser una interacción de corto alcance. De aquí que el excitón se pueda
representar por un par electrón hueco que interactúan como cargas opuestas, con una función
de onda

Ψµ(x1, x2) =
X
e,h

Aµ(e, h)φe(x1)φh(x2).

Pasando a la representación de coordenadas de electrón y hueco se obtiene la ecuación de Wan-
nier. Sin embargo, el ajuste a las energías experimentales se logra sólo mediante una constante
dieléctrica efectiva y fenomenológica que proporciona una aproximación a los efectos de apan-
tallamiento sobre la interación electrón hueco, no contenidos en el formalismo de Hartree-Fock.
Introduciendo los operadores de creación y aniquilación de huecos

d̂v,h = ĉ
†
v,h̄
, d̂†v,h = ĉv,h̄ . (A.4)

el estado (A.1) se expresa como

|Φe,hi = ĉ†c,ed̂†v,h |Gi . (A.5)

Los operadores de creación y aniquilación de excitón D̂†
µ y D̂µ se definen por las relaciones

|Ψµi = D̂†
µ |Gi y hΨµ| = hG| D̂µ.

En virtud de (A.2) se cumple

D̂†
µ =

X
e,h

Aµ(e, h)ĉ
†
c,ed̂

†
v,h y D̂µ =

X
e,h

Aµ(e, h)
∗d̂v,hĉc,e. (A.6)

Si se considera el índice compuesto ν = {e, h} se aprecia que los coeficientes Aµ(e, h) = Aµν
forman una matriz unitaria. Para obtener las transformaciones inversas a (A.6) se procede de
la siguiente manera:X

µ

Aµν0D̂µ =
X
µ,ν

Aµν0A
∗
µν d̂ν ĉν =

X
ν

δνν0 d̂ν ĉν = d̂ν0 ĉν0 ,

donde d̂ν ĉν = d̂v,hĉc,e. De forma análoga se obtiene ĉ†ν d̂
†
ν . Pasando a la notación inicial se

obtienen las expresiones

ĉ†c,ed̂
†
v,h =

X
µ

Aµ(e, h)
∗D̂†

µ y d̂v,hĉc,e =
X
µ

Aµ(e, h)D̂µ. (A.7)
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Apéndice B

Evaluación de integrales para el disco
cuántico

En este apéndice se evalúan las integrales que aparecen en la ecuación (3.8). La función del
movimiento relativo del excitón en el plano se evalúa directamente de la serie

Θm(0) =
X
nx,ny

a2nx,2nyϕ2nx(Ωx, 0)ϕ2ny(Ωy, 0),

donde los términos impares se anulan debido a las propiedades de las funciones ϕnx. Las
funciones pares del oscilador evaluadas en 0 son iguales a

ϕ2n(Ω, 0) =

µ
µΩ

π~

¶1/4
(−1)n(2n− 1)!!p

(2n)!
=def

µ
µΩ

π~

¶1/4
A(n), (B.1)

(µ es la masa reducida del excitón) con lo cual queda

Θm(0) =

Ã
µ
p
ΩxΩy

π~

!1/2 X
nx,ny

a2nx,2nyA(nx)A(ny). (B.2)

La integral en las coordenadas del centro de masa se separa en dos integrales del mismo tipoZ
ϕNx,Ny(R)d

2R =

Z
ϕNx(X)dX

Z
ϕNy(Y )dY ,

Z
ϕN(X)dX =

∞Z
−∞

µ
αM√
π2NN !

¶1/2
exp(−α2MX2/2)HN(αMX)dX½

Cambio de variables
αMX√
2
= x

¾
=

√
2

(
√
π2NN !αM)

∞Z
−∞

exp(−x2)HN(
√
2x)dx. (B.3)
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En la fórmula anterior α2M = Mωx/~, siendo M la masa total del excitón. Para N impar la
integral anterior es 0, porque el integrando es impar. Para N par, empleando la propiedad[38,
ec. (7.373.2)]

∞Z
−∞

exp(−x2)H2m(yx)dx =
√
π
(2m)!

m!
(y2 − 1)m, (B.4)

con y = 2 y N = 2m, se obtiene el resultado buscadoZ
ϕN(X)d

2X =

√
2π

(
√
π2NN !)

1/2

µ
~

Mωx

¶1/4
N !

(N/2)!
, N par. (B.5)

La integral en z se evalúa sustituyendo las funciones (2.23), que son reales, y después de un
arduo trabajo algebraico se obtiene

∞Z
−∞

φne(z)φnh(z)dz = 2

"
1

keB
+

1

keA

me
A

me
B

keB
keA

+
Lz
2

µ
me
A

me
B

keB
keA

¶2
+
Lz
2

#−1/2

×
 1

khB
+

1

khA

mh
kA

mh
kB

khB
khA

+
Lz
2

Ã
mh
kA

mh
kB

khB
khA

!2
+
Lz
2

−1/2

×
"

1

keB + khB
+

1

k2eA − k2hA

Ã
me
A

me
B

keB −
mh
kA

mh
kB
khB

!#
. (B.6)

Veamos las integrales que aparecen en la interacción excitón fonón. Para la parte del centro
de masas se evalúaD

N
0|e−iqxX |N

E
=

∞Z
−∞

ϕN 0(X)e−iqxXϕN(X)dX

=
1

(2N+N 0N !N 0!)1/2
αM√
π

∞Z
−∞

e−α
2
MX

2

e−iqxXHN 0(αMX)HN(αMX)dX .

Haciendo el cambio de variables αMX = z, −iqxz/αM = y, y empleando la identidad[38, ec.
(7.374.7)]

∞Z
−∞

e−(z−y)
2

Hm(z)Hn(z)dz = 2
n
√
πm!yn−mLn−mn (−2y2), (B.7)

donde Lba(ξ) son los polinomios asociados de Laguerre, se obtiene el resultadoD
N

0|e−iqxX |N
E
= exp

µ
− q2x
4α2M

¶
min

"r
N 0 !

N !
,

r
N !

N 0 !

#

×
µ
− iqx√

2αM

¶|N 0−N |
L
|N 0−N |
max(N,N 0)

"µ
qx√
2αM

¶2#
. (B.8)
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