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Oscilador Arménico

1. Utilizando el principio de incerteza, muestre que la energia més baja de un oscilador es iw/2.

2. Utilizando la regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld, obtenga los niveles de energia para el
oscilador arménico. Note que de acuerdo a esta regla la energia del estado fundamental da cero, lo
cual ciertamente esta errado.

3. Considere la el oscilador arménico en representacién de coordenadas y resuelva explicitamente la
ecuacién de Schrodinger, encontrando F,, y su correspondiente v, (). Para ello, proceda de acuerdo
a los siguientes pasos:

4. Considere el Hamiltoniano adimensional H = %f) +

a)

b)

)
)

exprese la ecuacién en forma adimensional
determine el comportamiento asintético de v — 400

concluya que una solucién posible es de la forma 1(y) = N, exp(—y?/2)¢(y) y encuentre la
ecuacién para ¢, asi como las condiciones que debe cumplir para y — 400

solucione esta ultima ecuacién mediante el método de serie de potencias. Muestre que 1 cumple
con las condiciones asintéticas cuando ¢ toma la forma de un polinomio, lo cual exige que la
energia quede cuantizada.

obtenga los polinomios para n = 0,1 y 2. Confirme que son equivalente a los polinomios de
Hermite.

escriba finalmente E,, y ¢, (z).

2 > __ _-d

X%, con p = —ig-.

Muestre que las funciones de onda vy (z) = e~ /2 y o1 (z) = %xe‘ﬁ/z son autofunciones
- T4

de H con autovalores % y %, respectivamente.

Encuentre o y g tales que

Po(x) = ! (am2 - 1)e_z2/2> , Y3(x) = z(1+ [312) e~ 7"/2

2/
sean ortogonales a 1. Luego, muestre que ¥ y 13 son autofunciones de H con autovalores %
y %, respectivamente.
Calcule Ax,Ap, paran=0yn=1.
Caleule a'|v), alyo), ally1), al1) v alys), donde a = 5 (x+ig) vy al = 75 (x —if).

5. Considere un oscilador arménico en una dimensién y los operadores de subida y bajada af y a,
respectivamente.

a)

Bvaltie i) (mlx[n), ii) (m[<*|n), iii) (m|pln), iv) (mlp?n), v) (ml(% Blin) , vi) (ml{%, B} |n),
donde {X,p}+ = Xp + pX y es el anticonmutador de X y p.



10.

11.

12.

13.

b) Compruebe que el teorema del virial se cumple al tomar los promedios sobre autoestados de
energia.

¢) Deduzca que AXAp = (h/2)(2n + 1)

Demuestre que i) (1](a —af)?|0) = 3, ii) (0/(a + at)*|0) = 3, iii) (2|(a + a)3|1) = 6v/2. Encuentre
iv) (0)(a -+ &1)710), v) (ml¥[n), vi) {m|x]n)

Considere el siguiente hamiltoniano: H = afi) + b(7 + #') donde #fA|n) = n|n) y 7,77 = 1.

a) Diagonalice H. Para ello defina ¢! = # + oI , ¢ = 97 + al y o un ntimero real.

C

)

b) Encuentre [¢,&'].
) Encuentre los valores y vectores propios.
)

d) Aplique el caso anterior al caso de un oscilador arménico con una carga (—q) en presencia de
un campo eléctrico uniforme E.

Demuestre que en un oscilador arménico clasico la probabilidad de encontrar una particula entre x

y T+ dx es
1 o\ —1/2
Pelas(z)dr = — <1 — <£> ) dzx, con |z|<a.

Ta a

Compare esta expresién con la que se obtiene en el caso de la Mecanica Cuantica con n = 1. Discuta.
Encuentre el espectro de energias y las autofunciones para el sistema cuyo potencial es

V(m)_{ 00 r<0

%mw2x2 x>0
Determine el espectro de energia para un oscilador arménico espacial

1
V(z) = im(w%f + wiy? + wi2?).

;,Cudl es el grado de degeneracion del n-ésimo nivel si wy = wo = wg = w?
Utilice la funcién generatriz de los polinomios de Hermite para evaluar
(o]
/ U (1) 22Uy () dz
—00
donde los u,, son las autofunciones normalizadas del oscilador armonico.
Considere un oscilador armoénico unidimensional.

a) Construya una combinacién lineal de |0) y |1) tal que (X) sea lo mas grande posible.

b) Suponga que el oscilador estd en el estado construido en (a) en ¢t = 0. ;Cudl es el vector de
estado para t > 0 en el cuadro de Schrédinger?

c¢) Evalue (X), y <(AX)2>t.

Un estado coherente |A) para un oscilador arménico 1-dimensional se define como un estado tal que
sea autoestado del operador (no hermitico) de aniquilacién

A1) = AlX),

con \ € C.
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18.

19.

20.

a) Demuestre que
IA) = exp(Aal — X*a)|0)
es un estado coherente normalizado.
b) Pruebe que
e i HY) = e )

Considere el operador A (o) dado por A(a) = eaét*a*é, donde af, a son los operadores de subida y
bajada del oscilador arménico. Demuestre que:

a) |a) = A|0) donde |a) es un estado coherente y |0) es el estado fundamental del oscilador
arménico

f(a) = A(~a)

A(a )es unitario

( a)A(a) = Af(a)Al(—a) =1
Af(a)aA(a) =a+al

b
c
d

[&

) A
)
)
) A

Demuestre las siguientes relaciones, donde € = x e, T =D y los promedios son tomados

con respecto a un estado coherente |a(t))
22
a) (&) =}
b) (&%), = —1 (a2t 4 a*2e=%t — 9laf? — 1)

¢) (A€)? = (A7)? = 3. Comente.

Considere una particula de masa m y carga g que se mueve en presencia de un campo magnético

a) Demuestre que el operador de velocidad satisface las relaciones de conmutacion
. igh -
Vi, Vi| = — €k ‘lBl'
[ ’ ]] m2c J
b) Encuentre el espectro de energias de una particula en un campo magnético uniforme.

Considere una particula moviéndose en un potencial arménico unidimensional, en presencia de una
interaccion tipo dipolar, es decir,

donde « es un parametro que caracteriza la intensidad del campo dipolar externo. Si a > 0 el poten-
cial es atractivo y si a < 0 el potencial es repulsivo. Encuentre los autovalores y las autofunciones
de para este potencial. Puede guiarse por el articulo de G.Palma y U. Raff, Am. J. Phys. 71, 247
(2003) (ver web gg).

Encuentre una forma alternativa de solucionar el oscilador arménico, basada en transformadas de
Fourier. Para ello, estudie el articulo de S. A Ponomarenko, Am. J. Phys. 72 1259 (2004).

Considere un oscilador cargado, de carga positiva ¢ y masa m, el cual estd sujeto a un campo
eléctrico Eg cos(wt); el hamiltoniano de la particula es H = P2/(2m) + kX2/2 + qEyX cos(wt).

a) Calcule d(X)/dt,d(P >/dt d(H)/dt.
b) Resuelva la ecuacién d(X)/dt y obtenga (X)(t) donde (X)(0) = zq

Encuentre los nieveles de energia y las autofunciones de un sistema de dos osciladores armonicos de
masas mqy y me, con idéntica frecuencia w, acoplados por la interaccién %k(i{l —%9)2.



