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Solución Tarea 1

1. Tenemos el operador Ǩ = |φ〉〈ψ|. Para que Ǩ sea autohermı́tico, se debe cumplir que

Ǩ = |φ〉〈ψ| = |ψ〉〈φ| = Ǩ†.

Aplicando |φ〉 a ambos lados, obtenemos

|φ〉〈ψ|φ〉 = |ψ〉〈φ|φ〉

de donde se obtiene que

|φ〉 =
〈φ|φ〉
〈ψ|φ〉

|ψ〉,

es decir, ambos vectores deben ser colineales (uno es múltiplo del otro).

Para que Ǩ sea un proyector, se debe cumplir que

Ǩ2 = |φ〉〈ψ|φ〉〈ψ| = Ǩ,

por lo tanto, se requiere que 〈ψ|φ〉 = 1.

Finalmente, Ǩ se puede escribir como la multiplicación de dos proyectores en la forma Ǩ = λP̌1P̌2

si consideramos

P̌1 =
1

〈φ|φ〉
|φ〉〈φ|,

P̌2 =
1

〈ψ|ψ〉
|ψ〉〈ψ|,

λ =
〈φ|φ〉〈ψ|ψ〉
〈φ|ψ〉

.

Claramente P̌1 y P̌2 son operadores de proyección, y

Ǩ = λP̌1P̌2

= λ

[
1

〈φ|φ〉
|φ〉〈φ|

] [
1

〈ψ|ψ〉
|ψ〉〈ψ|

]
=
〈φ|φ〉〈ψ|ψ〉
〈φ|ψ〉

1

〈φ|φ〉〈ψ|ψ〉
|φ〉〈φ|ψ〉〈ψ|

= |φ〉〈ψ|.
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2. Queremos demostrar que eiασ̌x = Ǐ cos(α) + i sinασ̌x. Para ello, notamos que

σ̌2
x =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= Ǐ.

Con esto,

eiασ̌x =
∞∑
n=0

(iασ̌x)n

n!

= Ǐ +
(iασ̌x)

1!
+

(iασ̌x)2

2!
+

(iασ̌x)3

3!
+ · · ·

= Ǐ +
iα

1!
σ̌x +

(iα)2

2!
Ǐ +

(iα)3

3!
σ̌x +

(iα)4

4!
Ǐ +

(iα)5

5!
σ̌x + · · ·

= Ǐ

(
1− α2

2!
+
α4

4!
− · · ·

)
+ σ̌x

(
iα

1!
− iα3

3!
+
iα5

5!
− · · ·

)
= Ǐ cos(α) + iσ̌x sin(α).
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