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Problema 1

La funcién

) Afcos(rz/a) +1] |z[ < a
Vie) = {0 |z| > a

puede ser normalizada, imponiendo

=<9yl >= / P (x)(z) de = A?[cos(mz/a) + 1]* dx = 3aA*
lo que implica que A = 1/% . Por otro lado,
<z >= / V¥ (x)zp(x) da = / A%z[cos(rx/a) +1]*dz =0

yva que es la integral de una funcién impar sobre un intervalo simétrico, y

(@) = /0; W @)z (x) do = / A222[cos(nz/a) + 1]2 do = ”‘; (1 _ 15) ,
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luego

Para el momentum se tiene

<r>=[ v (—md)z vy de =12 [ vy @)de =TT

2 )
oo —a 3a

por lo tanto
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Si la funcién se anula en la regién |z| > a, es porque hay un potencial infinito en esta regién, lo que define = &+ a

como las fronteras cldsicas, que en este caso, coinciden con las fronteras cudnticas (no es posible hayar particulas
en esta region).

Ope = /< P2 > — <p, >2 =



Problema 2

La probabilidad de encontrar una particula entre 1 y x2 estd dada por

x2
Pr = / v (x)Y(z) de
1
donde ), por estar en el estado base de un pozo infinito, vale
(@) 0 || >
xTr) =
\/? sin [Z (x4 %)] |z <

Resolviendo la integral para z; = —§, z2 = —5 + 0,01A y a = 2A | se obtiene
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es decir, es casi imposible encontrar a la particula en esa region.

Problema 3

a) Tenemos el potencial
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cuyo aspecto es el siguiente:

V(X)

Figura 1: Potencial problema 3.

Los minimos los encontramos tomando

0=V'(z) = " [ sinh(z) cosh(z) — %sinh(m)

es decir, = satisface

255

por lo tanto, los minimos estan donde

cosh(z) = —.

Esto se da para z ~ +3,11153.



b) Si consideramos la funcién

2
¥(x) = (1 + 4cosh(x))exp [—15 cosh(x)} ,
la cual podemos escribir como

w(x) _ (1 + 2% + 26—3;) 6[7% cosh(w)} _ e—% cosh(z) _’_2ew—% cosh(z) _’_2e—w—12—5 cosh(as)7

que es mas facil de derivar. Podemos notar que

'(z) = e 15 cosh(®) —gsinh z)+2e" [ 1-— gsinh x) | +2e 71— gsinh x)
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por lo tanto
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W (z) = e~ 15 osh(@) {1? e” (1 T Sinh(x)) —e " (—1 T sinh(w))}
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29 [ 4 2 4
= ¢ 15 cosh(®) {9 2 cosh(z) — i sinh? (J;)] T3 {4 cosh(2z) — — sinh(2m)] }

2
— ﬁg% cosh(z) (29 + 433 cosh(x) — 89 cosh(2x) + 2 cosh(3z))
= %67% cosh(z) (29 + 433 cosh(x) — 89[2 cosh? (z) —1] + 2[4 cosh? (z) -3 COSh(Qj)D
= %67% cosh(*) (118 + 427 cosh(z) — 178 cosh?(z) + 8 cosh®(z))

Ahora bien, queremos comprobar si ¢ satisface la ecuacién de Schrodinger

() 4V (@)la) = By(a),

con F la energia asociada al estado 1, o bien
2 Y (x)
2m 1)(x)

Esto nos dice que ©"” /1 debiera ser una funcion que, al ser sumada con el potencial, da una constante.
Recordamos que el potencial es

+V(z) =E.



por lo tanto 1" /1) tiene que ser una serie de potencias de cosh, es decir,

Y (2) 2
= a + fcosh(z) + «y cosh®(x)
¥(x)
ya que s6lo una combinacién de este estilo eliminarfa los términos cosh y cosh? en el potencial V, dejando
2
f%é% — a como la tUnica constante libre, es decir, F.

Tenemos que

" (x) B %5671725 cosh(z) (118 + 427 cosh(z) — 178 cosh? (z)+8 cosh?® (:c))
viz) e~ 15 cosh(z) (1 + 4 cosh(x))
ﬁ (118 + 427 cosh(x) — 178 cosh?(x) 4 8 cosh® (m))
(1 4+ 4 cosh(x))
522 (118 + 4272 — 1782% 4 82°)

(1+42)

donde z = cosh(z). Ahora bien, sabemos que esta divisién deberfa generar algo de la pinta « + 3z + v22 por
las razones dadas anteriormente, lo cual significa precisamente que estos dos polinomios en z son divisibles.
Recordando nuestros conocimientos de dlgebra basica, desarrollamos la divisién polinomial, que deberia dar
resto cero:

(823 — 17822 + 4272 + 118) : (1 +42) = 222 —452+ 118
—(823 4 222)

— 18022 4+ 427z + 118
— (—18022 — 452)

472z + 118
— (4722 + 118)

0.

En efecto, estos dos polinomios son divisibles, lo que significa que

(82% — 17822 + 4272 4 118) = (1 + 42)(22* — 452 + 118).

El lector puede comprobar que la multiplicacion de los términos a la derecha efectivamente genera el polinomio
de la izquierda. Con este resultado, obtenemos

¢"(x) 52 (118 + 427 cosh(x) — 178 cosh?(z) + 8 cosh®(z))

P(x) (1 + 4 cosh(z))
2 (1184427 cosh(z) — 178 cosh®(z) + 8 cosh®(z))
225 (1 + 4 cosh(z))
_ 2 2
%(2 cosh”(z) — 45 cosh(z) + 118)
4 9 2 236
29F cosh”(z) — = cosh(z) + 9%

por lo tanto
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De esta forma, hemos conseguido demostrar que

B, 16 2
—%7# (z) + V(z)Y(z) = —1*5%1?(90)7
_16 n*

es decir, que v satisface la ecuacién de Schrodinger con E = el correspondiente autovalor de energia.
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¢) Graficando ¥ y V en el mismo grafico, obtenemos la siguiente figura:

Figura 2: Potencial V' (azul) y funcién de onda solucién 1 (rojo) tomando % = 1. La energia esta representada

por la linea punteada en negro (E = —;—g).

Notamos que, como debe ser, la energia es mayor que el minimo del potencial, como debe suceder en cualquier
problema fisico. Por otro lado, notamos que estos “montes” que presenta la funcién de onda, son regiones en
donde la probabilidad de encontrar a la particula (la integral de ) es mayor, lo que nos permite concluir
que es més probable encontrar a la particula en torno a los minimos de potencial, y menos probable (aunque
factible) encontrarla en torno a z = 0.

Un potencial de este estilo puede representar la posicién angular 8 de un péndulo simple, midiendo los angulos
desde la horizontal. El péndulo oscila en torno a # = —7, el cual representa al minimo del potencial a la
izquierda (punto de equilibrio estable). Si el péndulo es perturbado en direccién horaria, este puede dar la

vuelta completa y empezar a oscilar en torno a 6 = %ﬂ'. Es punto 2 = 0 viene a representar la ctispide (6 = %)
el cual es un punto de equilibrio inestable (cualquier perturbacién lo harfa caer en un minimo del potencial).



