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Problema 1

Tenemos que
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en donde hemos cambiado el orden de derivacién para el dltimo término (si las derivadas de una funcién son
funciones continuas, las derivadas conmutan). Recordando ahora que la ecuacién de Schrédinger nos dice que
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podemos reemplazar el lado izquierdo de estas ecuaciones en la integral, para obtener

G<p>= [ (o 25 v en) 2480 a

+/ [w*(x,t)a (ﬁz@zw(w —V(a:)w(x,t)ﬂ dw

Or \2m  Ox2
/ [ B2 0%¢*(x,t) O(z,t) 81/1(33,15)} i
ox

| 2m 922 Oz +V(@(@,1)

2 3 T x T
+ / Bmw(z,t)a gig’t) — (1) agi ) (e, ) fw*(x,t)V(x)iaw(,()x’ t)} dx

Notamos que el tltimo término de cada integral es el el mismo, pero de signo contrario, lo que los anula. Luego
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La funcién de onda y sus derivadas siempre se anulan en oo en problemas donde tiene sentido preguntarse por
< p > (i.e., evitando casos de particula libre en estos extremos, donde los promedios no convergen). Esto permite
anular el primer término, luego
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Problema 2

Tenemos una barrera de potencial V(z) = %Qé (x), graficado en la siguiente figura:

Vi(x)
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Consideremos que la particula tiene una energia £ > 0.
Para todo = # 0, se tiene V(x) = 0, por lo que la ecuacién de Schrodinger unidimensional
K2 d?
*%Elb(x) + V(2)y(x) = Ey(x)
se convierte en
V" () = —k*(x),
donde k? = Q’Q—QE > 0. Las soluciones son, por lo tanto,
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Notemos que k% > 0 implica que k es real, por lo tanto las soluciones en ningun caso se convierten en exponenciales
decrecientes e %%, son siempre oscilatorias (senos y cosenos). En esta forma de plantear las ecuaciones, podemos
hacer la analogfa con la éptica diciendo que Ae™*® es una onda que viaja hacia la derecha y Be~** una onda que
viaja hacia la izquierda, es decir, la onda incidente y la reflejada, respectivamente.

Considerando esta analogia, D = 0 ya que en el lado derecho no hay una onda reflejada (Ce?** no choca con nada).
Ahora, como v es continua en 0, entonces

b(0)=A+B=C.

Por otro lado, al integrar la ecuacion de Schrédinger entre —¢ y €, se obtiene
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donde, al reemplazar el potencial, se obtiene
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Tomando el limite ¢ — 0, tenemos

ikC — (ikA —ikB) — QC =0

C_(,_BY_ik
A A)ik—Q

Anteriormente habiamos obtenido que A + B = (', lo que significa que
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Con esto, el coeficiente de reflexién queda determinado despejando B/A:

o bien,

2 2
QZ

Q
Aoz | (2)

k= 2k —Q

k1B
kA

El coeficiente de transmision estd dado, basicamente, por C/A = B/A — 1, es decir,
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Notamos que T'4+ R = 1, como debe ser.

= Es muy interesante notar que si {2 = 0, es decir, quitamos la barrera, se tiene T'= 1y R = 0, es decir, se
transmite todo y no se refleja nada, como era de esperar.

= En el caso Q — oo (un potencial angosto muy intenso), nos lleva a R = 1, T = 0, lo que corresponde a la
intuicién clasica.

= Otro caso interesante es que para {2 = 2k, se transmite y se refleja lo mismo (R =T).

= Por tltimo, notamos que invertir la barrera significa cambiar 2 — —(2, lo que no cambia en absoluto los
coeficientes Ry T.
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Figura 1: Transmisién (en azul) y reflexién (en rojo) para una barrera delta V(x) = %Q



Problema 3

Tenemos un potencial “doble escalén” dado por

0 si x<0
Vie)=< Vo s 0<a<lL
Vi si L<zx

Ejemplificamos la situacién en la siguiente figura:

X

Figura 2: Potencial “doble escalén”.

La ecuacién de Schrédinger en representacién posicién nos dice que

h2
() + V (@)la) = B(a),
es decir,
2
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Para z < 0, tenemos V(z) = 0, por lo tanto
Y'(2) = —kiv(a) |, (4)

con ki =22 E > 0.

Para 0 < x < L, tenemos V (z) = Vj, por lo tanto

0" (2) = ~K3u() |, (5)

con k3 = 221(E — Vp) > 0.

Para © > L, tenemos V (z) = Vi, por lo tanto

(@) = k() |, (6)

con k3 = 224(E — V1) > 0.

Con estas definiciones, nos aseguramos que k; es real (ya que k7 > 0). La solucién para ¢ compatible con
estas ecuaciones diferenciales serd
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es decir, tenemos una superposicién de ondas que viajan hacia la derecha (¢?**) y ondas que viajan hacia la
izquierda (e~***) en cada una de las zonas consideradas. En la primera zona, la onda correspondiente a A’ es
la onda reflejada producto del choque de la onda incidente A con la barrera de potencial. En la segunda zona,
B es la parte de la onda A que logra atravezar la primera barrera de potencial (onda transmitida), mientras
que B’ es la parte de la onda B que se refleja con la segunda barrera. Por tltimo, C es la parte de la onda B
que atravieza la segunda barrera; pero esta onda no choca con ninguna barrera nueva, lo que implica que C’
se anula (no hay onda reflejada). Por lo tanto
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De la continuidad de la funcién % en 0, tenemos

(p(0)=A+A =B+B |, (7)

mientras que en L,
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Por otro lado, la derivada de la funcién es también continua (son ondas viajeras, senos y cosenos) por lo que
tenemos las ecuaciones
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Escribimos las ecuaciones (8) y (10) como
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de donde podemos concluir, sumando, que
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mientras que restando se obtiene
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Introduciendo estas dos ecuaciones en (7) se obtiene
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lo que implica que
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Dividiendo (13) y (14), se obtiene
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Los coeficientes de reflexion y transmisién estan dados por
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es decir, basicamente, la onda que se refleja dividido la onda incidente en un caso, y la onda que se transmite
dividida por la onda incidente en el otro. El valor absoluto cuadrado de un complejo es igual al complejo por
su conjugado (|z|? = z - 2*), lo cual nos lleva a
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para el coeficiente de transmision, y
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para el de reflexion.



