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Parte 1

Principios Generales de la
Termodinamica Clasica






Capitulo 1

Postulados y Condiciones de Equilibrio

1.1. Introduccién

“Una teoria es tanto mds impresionante mientras mayor sea la simplicidad de sus premisas, mientras mds tipos
de cosas relacione y mientras mds grande sea su drea de aplicacion. De aqui la profunda impresion que la ter-
modindamica cldsica causé sobre mi. Estoy convencido de que es la unica teoria fisica de contenido universal que
dentro del ambito de aplicabilidad de sus conceptos bdsicos, nunca serd echada por tierra.”

EINSTEIN, 1946.

CARACTERISTICAS DE LA TERMODINAMICA

Una caracteristica relevante de la termodindmica es el reducido niimero de postulados que requiere para su
formulacion. Gobernada por los principios méas generales de la fisica, en su marco de trabajo, todos los problemas
se pueden resolver.

Es una teoria que admite correcciones cuanticas y relativistas: Bajas temperaturas, hoyos negros, etc.

La Termodinamica, la Teoria Cinética de los Gases y la Mecédnica Estadistica, aparecen con “disfraces” ma-
tematicos diferentes, aunque describen escencialmente el mismo fenémeno.

Se renuncia al método inductivo convencional a favor de un enfoque en base a postulados. Estos postulados son
justificados por el éxito posterior de la teoria cinética en la interpretacién de resultados experimentales.

Postulado: Proposicién cuya verdad se admite sin pruebas y que es necesaria para servir de base a ulteriores
razonamientos.

Originalmente todos los topicos clasicos de la fisica se desarrollaron por induccién directa desde la observacion
experimental (Newton — Lagrange y Hamilton; Coulomb y
Ampere — Maxwell).

VENTAJAS DE UN ENFOQUE CON POSTULADOS
= Concisién para expresar la consistencia interna y la estructura légica de la teoria.

= Una vez familiarizados con los postulados, podemos ver las cosas con mayor profundidad e intuicién que
la que nos permite el enfoque elemental.

= Se pueden hacer importantes extensiones y generalizaciones
(Formulacién Hamiltoniana — Mecédnica Cuéntica).

= Razones de simplicidad en el formalismo.
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FUNCIONES DE ESTADO:
-Energia Interna U.
-Entropia S.

Los procesos termodindmicos son diferenciales de estas funciones. Convencionalmente se parte de los pro-
cesos hacia las funciones de estado, lo cual involucra integrar ecuaciones diferenciales parciales.

» Es necesario modernizar los cursos. Ustedes tienen buen entrenamiento en matemaéticas.

1.2. Energia Interna U
Nos enfocaremos en estudiar los llamados Sistemas Termodindmicos Simples, caracterizados por ser:

= Macroscopicamente homogéneos.

= [sotrépicos

= Sin carga

= Quimicamente inertes

» Suficientemente grandes como para que se desprecien los efectos de la superficie.

s Libres de campos eléctricos, magnéticos y gravitacionales.

Un ejemplo de este tipo de sistema, son los Sistemas Hidrostaticos:

- Volumen V.
- Componentes quimicos Ny,...,N,. .
i

N; = N°moles — i = N°moléculas — W

(Pueden reaccionar quimicamente manteniendo la integridad de las especies atémicas individuales).

M, Q.. M,. Q,

@ |
%Ml\jl > %M:V: -M,gh;. M gh,
-G MM, kQQ,
I I

Figura 1.1: Sistema Macroscépico.

Podemos concluir que los sistemas macroscopicos tienen bien definidas y precisas energias, obedeciendo leyes de
conservacion.

. U/N,Nq,...,N, serdn nuestras variables termodinamicas.

Sistema Simple = El que puede ser descrito con pocas variables.
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[ POSTULADO I |

Existen estados particulares de los sistemas simples, llamados ESTADOS DE EQUILIBRIO, que,
macroscopicamente, estan completamente caracterizados por la energia interna U, el volumen V,
y el nimero de moles Ny, No,..., N,.

Nota: Obviamente los sistemas pueden irse complicando poco a poco, incluyendo propiedades eléctricas, elasti-
cas, etc.

Ahora, jcémo saber si un estado es un estado de equilibrio?
Para ello, basta que éste sea consistente con la teoria termodindmica (postulados).

En la actualidad sélo existen estados meta-estastables.

1.2.1. Punto de vista atémico

Consideremos una particula de masa m dentro de un cubo de lado L (g =0).
La Mecéanica Cuantica da una detallada caracterizacion de los estados atémicos en que puede encontrarse esta
masa dentro del volumen V = L3 cuando su energfa es U.
La energia estd dada por:
I e Th S
U=-— =20 172 (n3 +ny +n2).
2m 2m 8mL2"~ y

h = 6,626x10734[J - 5] (cte. de Plank)
Mg, My, Ny = 1,2,3,...

Si la energia U es igual a % nfz% entonces la masa m puede encontrarse en uno de los tres estados siguientes:
Ng Ny Ny ‘
1 2 2 | 1°F estado
2 1 2 | 29° estado
2 2 1 | 3% estado

La particula (sistema termodindmico) estd en equilibrio si, cuando efectuamos una medicién de alguna de sus
propiedades, alcanza a pasar por todos los estados (los 3), promedidndose.
Si sélo se queda pasando entre dos, el equilibrio es meta-estable.

1.2.2. Manipulacién de los sistemas termodinamicos

- Se hace sobre las variables macroscépicas (y modos “ocultos”, como el calor).
- Suceden dentro de paredes con determinadas caracteristicas (restricciones).

Pared cerrada:

Restrictiva Pared movil,

respecto a todo mpermeable
y adiabatica

Figura 1.2: Paredes cerradas
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PARED PARED
RESTRICTIVA NO RESTRICTIVA
VOLUMEN Fije.l: No ktay M(.Svil: H,ay.
trabajo mecénico trabajo mecénico.
MATERIA . Imp.ermeflble: No h'fxy. i Perrileablt’a: Ha/y ?amloio
intercambio de “energia quimica ”. de “energia quimica ”.
CALOR Adiabatica: No hay Diatérmica: Hay
intercambio de calor (dQ = 0) intercambio de calor
VOLUMEN Restrictiva respecto No restrictiva respecto
CALOR a la energia (U = cte) a la energia
VOLUMEN
CALOR CERRADA ABIERTA
MATERIA

1.2.3.

La energia U es medible y controlable

Tabla 1.1: Restricciones Sobre una Pared.

La existencia de las paredes adiabaticas, diatérmicas, fijas, mdviles, permeables, impermeables, etc, hace posible

controlar y medir la energia interna.

Trabajo Quasi-Estatico:

cortamos la amarra
Y esperamos

—registencia

piston movil
de area A

La fuerza F hace
bajar al piston

W=-

Figura 1.3: Trabajo de un pistén.

El pistén se baja muy lentamente de modo que siempre

sabemos el valor de la presién (Figura 1.3).

dW = —Fdx = —%Adw =—-PdV

U= Uy + L{l-cos e)ymg

F Ax
F AAx

P AV

El signo menos se debe a que queremos que el trabajo sea positivo cuando aumente la energia del sistema. Esta

es una convecion.

Uy =U,—PdV

Si ademas conectamos la resistencia, tendremos



RODRIGO FERRER 1.2 Energia Interna U 13

U, =U, — PdV +dQ

o ldQ = a+Pav | (1.1)

((1.1): Primera ley de la termodindmica: Conservacién de la energia)

—

v PROBLEMA ILUSTRATIVO

<

& F [atm]
) A

entra calor

20
28
26
24
22

b)
20

entra calor

Proceso adiabatico

P=AV -

mh

sale calor

#

sale calor

entra caler 1

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9

B VI

k2

Figura 1.4: Grafico P vs. V

= Un sistema es tal que cuando hacemos un cam- Calculemos el cambio en la energia interna cuando el
bio quasi-estdtico y adiabatico en el volumen, su sistema cambia su estado A por el B: Puesto que en

presién cambia segun la ecuacién un proceso adiabatico no hay transferencia de calor
(dQ = 0), este cambio de energia serd igual al tra-
P=AV~-3 conN cte. A cte. (1.2) bajo involucrado (realizado por el sistema) en llevar al

sistema desde su estado A al estado final B (ver (1.1)).
Encontrar el trabajo quasi-estatico realizado so-
bre el sistema y el flujo neto de calor hacia el sis-
tema en cada uno de los procesos de la Figura 1.4.

- Todos los procesos parten del estado A y llegan al B.
- A y B son dos estados de equilibrio termodindmico.
- En las “rutas”, cada uno de los puntos es un estado
de equilibrio.
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Proceso b):

B
wo= — / PdV
A
8 B
= —A/ V=34V Wasp = —/ Pav
A
1
3 , |8 = —(Area bajo la curva)
= AV 7.31
5 .
T i
= SAGF-1) = —157,5 [It - atm)
3
= SA(=0.75) AQa_p = —36+157,5 = 1215 [it - atm]
= —1,1254 [i]"3
Calculemos A: Proceso c):

PVi=A=A=1-8%3 =32 [atm][lt]?

A
. Wa_ p (adiabdticamente) = —36 [l - atm].
B' B
AU = —36[lt-atm)]
1
= —-36 (0704131) [cal] Figura 1.6: B — B’ — A
= —871,46 [cal] AWA—>B’ =0

Proceso a): B
AWB/HB:—/ PdV =-1-7T=-7 [lt-atm]
B/

(trabajo realizado por el sistema)

AQa—p=—36+7=—-29 [lt-atm]
(energia que sale del sistema en forma de calor)
De A — B’ sale calor. No sabemos cudnto.

De B’ — B entra calor. No sabemos cudnto.

Figura 1.5: A - A’ — B
AWA_,A/ =-32-7=-224 [lt . atm]
(trabajo realizado por el sistema)

Nota: Si hacemos que el sistema realice un proceso
ciclico (A — A’ - B — B’ — A), el sistema absor-
bera calor.

A.[/I/A’~>B =0

AQ = AU — AW = —36 + 224 = 188 [It - atm] AQ1 =188 [t - atm]
(energfa que entra al sistema en forma de calor)

De A — A’ entra calor, pero no sabemos cudnto. AQq =36 —T7=29 [it-atm]

De A’ — B sale calor, pero no sabemos cuinto.
AQ = AQ1 + AQq = 217 [it - atm]
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1.3. Unidades
1 [erg] 1 [Joule] 1[cal] 1 [Bty] 1[It - atm)] 1 [Watt - h] 1 [Hp - b]
1 [erg] 1 1 2,39 x107% | 948 x 107" | 9,87 x 107'% | 2,78 x 10™'" | 3,72 x 10~
1 [Joule] 107 1 0,2389 9,48 x 10~* 0,009869 2,78 x 107* | 3,724 x 1077
1 [cal] 4,19 x 107 4,19 1 0,003968 0,04131 0,001163 1,559 x 107°
1 [Btu] 1,06 x 10'° 1054,35 252 1 10,41 0,2930 3,929 x 1074
1[It - atm] | 1,01 x 10° 101,3 24,21 0,09607 1 0,02815 3,775 x 107
1 [Watt - h] | 3,6 x 10*° 3600 860,42 3,4144 35,524 1 1,34 x 1073
1[Hp-h] | 2,68x10" | 2,68 x10° | 6,42 x 10° 2546,14 2,5 x 10% 745,7 1
1 [erg] C.G.S. centimetros, gramos, segundos.
1 [Joule] M.K.S. metros, Kg, segundos.

[cal] = Calor necesario para elevar la temperatura de 1 gramo de agua desde 14,5°C a 15,5°C.

1
1 [cal] = 4.186 [Joule] (Equivalente mecanico del calor)

1.4. Parametros Extensivos

Il
g
w

SISTEMA S

Figura 1.7: Sistema monocomponente.

X es una variable (pardmetro) extensiva si

=1
En este caso, n =5
Ejemplos:
U= Us V=3V N=3N
i=1 i=1 i=1

(ojo, el sistema es de sélo un componente: Ny, No, N3, Ny, N5 son partes del mismo componente N)

Removamos, por ejemplo, la restriccién respecto al volumen de cada subsistema, es decir, dejemos que la pared se
mueva libremente. El Postulado I dice que el sistema alcanzara un nuevo estado de equilibrio con determinados
valores de Uy, Us, V1, Vo, N1 v Na. Esto implica que la pared se detendra. En este caso, cambiaran Uy, Us, V1 y V.
iNO CAMBIARA: Uy +Us, Vi + V5o ni Ny + Ny! jCuéles serdn los nuevos valores de Uy, Us, Vy y Vo7 El Postulado
IT permite calcularlos:
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[ POSTULADO II: |

Existe una funcién, llamada ENTROPfA, de los parametros extensivos de todo sistema compuesto,
definida para todos los estados de equilibrio y con la siguiente propiedad: los valores que toman los
parametros extensivos en la ausencia de alguna restriccién son aquellos que maximizan la entropia
sobre la totalidad de los estados de equilibrio restringidos.

En el caso de la pared mévil, impermeable y adiabatica, el valor de los volimenes serdn aquellos que maximizan
la entropia sobre todos los estados, con las restricciones de la pared: impermeable, adiabatica y fija.

1

Figura 1.8: Pared mévil buscando el equilibrio.

1.5. Relacion Fundamental

S(Uﬂ‘/avaN27"'aNT’)

De esta relaciéon sale toda la termodindmica del sistema en equilibrio: S = 0

[ POSTULADO III: |

La Entropia de un sistema compuesto es aditiva sobre los subsistemas constituyentes. La Entropia
es una funcion continua y diferenciable, y es ademas una funcién mondétona creciente de la energia.
Tenemos que

S=> g

Consecuencias matematicas:

1.5.1. Aditividad

Sean )\ sistemas de éstos:

S(AU, AV, ANy, AN, ..., AN,)

)\S(U, VavaNZa . '7N’I“)
= AU, v NN N

= Y SCOUE, AVE) AN AN,
X

es decir,

SEIATE) AV AN AN = AS(U), v, NN

La entropia de un sistema simple es una funcién homogénea de primer orden de los parametros extensivos.
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1.5.2. Continuidad y diferenciabilidad

S = S(U,MN1,N27...,NT) — U = U(S7‘/7N1,N2,...,NT) (13)

Relaciones fundamentales

Nota: Sea
r
N:ZNi
=1
. U V Ny Ny N,
S(U7MN17N27' aN’l")_NS<N7 N7 Wa Ww 7W
Definicién:

Sir =1, entonces

S(U,V,N) ZNS(U V,l) = N s(u,v)
= S(U,V,N) = N s(u,v)

1.5.3. Monétona creciente respecto a U

'N1,Na,... r

La Entropia de cualquier sistema se anula en el estado para el cual

<3U) 0
a8 V,N1,Na,...,N,

Esto significa que

(1.5)

(1.6)

Plank (Nerst), 3% ley.

—

v PROBLEMA 1.1-3, H. CALLEN

\%

s La ecuacién (relacién) fundamental de un sistema

(1.7) dindmicamente posibles, ya que cumplen con to-
das las condiciones de los postulados. En efecto,

A es o » Nota: Las relaciones (1.7) y (1.8) son termo-
1
Sa= ( ) [NaVaUal?
v,0
y de un sistema B es definiendo i = A, B:
R2\? s
Sp = ( 9> [NBVBUB]3 . (1.8)
o e Son aditivas:

;,Cudl es la ecuacién del sistema compuesto?

La entropia total serd la suma de las entropias parciales:

Si(AN;, AV, \U;) =

S = Sa+Ss =

<fz> ([NAVAUA]% + [NBVBUBﬁ) (1.9)

Wl

2\ %
(R> AN, - AV - AU

V,0
AS;i(Ni, Vi, Us).
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e Son continuas y diferenciables respecto a sus
parametros extensivos:

vV N;, U, Vi

e Segun el Postulado IV, S; se anula cuando

<3U) _0
) V,N1,Na,...,N,.

1
) 2\ 3 2 .
= aSl) = (R [N;V;]B U AN
Ui ) v, n, Vot Ui = R?) NV
1 1V
0S; 1/ R?>\?® 12 , 2
> = 3 ( [NiUi]é v, @ = OU;i — 3vo0 . Si .
aV; U;,N; 3 \vob aS; Vi, N; R? (Ni‘/i)g
1
85’1 1 R2 3 1 2
= 3 SViJs N,
) 3 g) SV
Luego
, . ouU;
e Son mondtonas crecientes de Uy y Up, res- 95, =0
pectivamente, ya que v/ Vi,N;
v, S 0
R (N;V))s
= S; =0
. 1 2\ 3 12 !
aSz — = R [Nz‘/;]g Uz g
8U1 Vi, N; 3 1)09
> 0
— —
v PROBLEMA 1.7-8, H. CALLEN v
= Muestre que si un sistema monocomponente es tal Entonces
que PV* = cte en un proceso adiabético, (con k
constante positiva), la energia es U(P,V,N) = k;Pl + f(PVF). (1.10)
) ) _ 1

1
U=, —PV+ Nf(PVk/N*),

donde f es una funcién arbitraria.

Por conservacion de la energia, dU = —PdV.
Luego
U = —/PdV
= —cte / VRay
te V1=k
= —% + A, con A alguna constante
ka . Vlfk
T k-1
PV
= ——+A
kE—1 +

Como PV* = cte, existe una funcién f tal que
A= f(PV*). Luego

PV,

1-k

U(P,, Vo, Noy) =0=> A=

Ahora bien, U es homogénea de primer orden
en los parametros extensivos V' y N, es de-
cir, U(P,A\V,AN) = AU(P,V,N). Entonces, de
(1.10), obenemos

P
% + f(PAFVR) = \U(P,V, N).

1
T do A= — 1t
omando 7y Tesulta

v

~ 1
k ky _
I J(PYE/N) = SU(PVN).

Al multiplicar es te ultima ecuacién por N, obte-
nemos

U= % + Nf(PV*/N*). (1.11)
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—

V PROBLEMA 1.9-4, H. CALLEN

<

= Tomemos los mismos sistemas anteriores, sepa-
rados por una membrana rigida, impermeable y
diatérmica.

Figura 1.9: Dos sistemas separados por
una membrana.

SISTEMA A: N4 = 3[moles], V4 = 9[em]?
SISTEMA B: Ng = 2[moles|, Vg = 4[em]?
Energia total del sistema:

U=20[cal] (U=Uy+Up)

Tenemos

Us+Up =20 [cal].

De (1.9),
R2 % 1 1
_ 3 _ 3
S = (009> [3UA +2(20 UA)s} .
Extremamos:
as R\*[ _» 2 ,
(2 3 _ 2090 — -3 =
(o) = () [oxt - eo-uni] o
_2 2 2
= Uy® :5(20—UA)*§
3 Us \?
= — = ——
2 (20 — UA)
3\ Us
~ (2> T 20U,
= Us  =12,9505911 [cal]
= Up = 7,0494089 [cal]

Estos valores extreman S. En la Figura 1.10 se aprecia
claramente el maximo S.

| Maximo: (12.95, 10.58)

U,

L

Figura 1.10: Grafico de la funcion S.
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1.6. Ecuaciones de Estado

Considerar

S = S(U,V,Ni,Ns,...,N,) < U=U(S,V,Ni,Ns,...,N,)

Diferencial de 1°* orden:

dU = <3U> ds + <8U) av +> (aU ) dN;
o8 V,Ny,... ov S,Nq,... ; ‘9NJ’ S,V,N1,...;N;_1,Nj41,....,Ny.

Ecuaciones de Estado:

TEMPERATURA: |

N

Il
P
Q)‘ Q
0|l
~
<
>

PRESION:

oU
P=- (av>s,Nh,__

POTENCIAL ELECTROQUIMICO (del componente j): |

oUu
8Nj S,V,N1,...;Nj_1,Nj+1,....,N,.

Con estas definiciones, podemos escribir (1.13) como

dU = TdS — PdV + juy dNy + - - + i dN,,

Si Ny, No,..., N, son constantes, tenemos dNy = dNy = dN3 = --- = dN, = 0.
En este caso,

dU =TdS —PdV

Pero segin (1.1), la primera ley de la termodindmica,

dU = dQ + dW

Luego, como dW = —PdV,

|dQ = Tds

La ecuacion (1.18) representa el flujo quasi-estatico de calor de un sistema.

Trabajo quimico quasi-estatico:

dWc = iﬂj dNJ

Jj=1

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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En estos sistemas, la energia interna cambia quasi-estaticamente segun:

dU =T'dS — PdV + ) p; dN; = dQ + dW + dW, (1.20)
J

Nota: La ecuacién (1.18) nos indica que un flujo quasi-estético de calor estd relacionado con un aumento de la
entropia. Comentario: estados microscépicos compatibles con condiciones microscépicas (degeneracion, orden,...)

1.6.1. De la Ecuacion de Estado a la Ecuacion Fundamental

Pe (W) DT - TV
as V,Np,...
P = —(6U(S’V’N1""’NT) = P = P(S,V,Ni,....N,)
P oV S,N1,
U(S,V,Ni,...,N,
iy = ( ( 6]\; ) = M = Uj(S:V,Nl,~~~7Nr)
J S,V,N1,oosNj_1,Nj 41,0 Ny

Supongamos que conocemos P = P(S,V, Ny,..., N,).
Entonces

—<8U> = P(S,V,Ny,...,N,)
aS S,N; N,

= U:—/PdV+F(57N1a~~vNT)’

con F una funcién desconocida. Esto quiere decir que una funcién de estado NO permite obtener la ecuacién
fundamental. Para ello se necesitan TODAS las ecuaciones de estado.

T, Py uj; son variables intensivas. En efecto:

N1, ..., AN,
TOSAV AN .. AN = <8U()\S,)\V78)\>\S1, A r)>
V,Ni,...,N,
_ [(AOU(S,V,Ny,...,N,)
a AOS V,Ny,...,N,

= T(S,V,Ny,....N,)

Ni,...,AN,
P(AS,AV,ANy,...,AN,) = —(8U(AS’W’8AW1’ A T))
S,N1,..., N,
__ (AOU(S,V,Ny,....N,)
a Aav S,N1,..., N,
B _(8U(S,V,N1,...,NT))
ov S,Ny,...,N,.

= P(Sa‘/aNla"'aNT)

1i(AS, AV, ANy, .. AN,) = <8U(AS’ Wéixl,’ - ANT))
J S,V,N1,....;Nj_1,Njt1,....N»
B <)\8U(S,V,N1,...,Nr))
AON; S,V,N1,...;Nj_1,Nj41,... Ny,
B <8U(S,V,N1,...,NT)>
ON; S,V,N1,....Nj_1,Njt1,....N»

= ,U/j(S,‘/,Nl,...,NT)

HOMOGENEAS DE ORDEN CERO
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Representaciones:

U=U(S,V,Ny,...,N,.)=U(S, X1,..., X,) (X1, ..., X, : variables extensivas)
L oU )

Definicién: P; = (an> conj=1,...,t

Nota: V' puede ser cualquier X;. Por ejemplo, V = X47 = Py; = —P

Tenemos
t

U U '
dUz(aS) | ldS—i—Z(an)de:TdS—i—ZdeXj

j=1

u(s,v) = %U(S, V.N) = U(s,v,1)

Asi,
(m) _ [0%(S,V,N)
os), 0% .
B oU(S,V,N)
a a5 V,N
= T
Yy
(au) N IEARY)
v s 8% S,N
_ (U(S.V.N)
B ov SN
= —-P
Luego
ou ou
du = (33>vd8 + <87})de
du = Tds— Pdv
Consideremos

S =S(U,V,Ny,...,N,) <= U =U(S,V,Nq,...,N,).

Para resolver un problema podemos tomar dos tipos de representaciones:
1) Representacién entrépica : S = S(U,V, Ny,...,N,)
2) Representacién energética: U = U(S,V, Ny, ..., N,.)

Ambas son ecuaciones fundamentales y se ocupa la que més convenga.
Pasar de una a otra es, a menudo, simple.

Si S =85(Xo,X1,...,Xt), {X;} serdn sus variables extensivas entrdpicasy {Fk = (

tensivas entrépicas, con k =0,1,...,t.

0S
00Xk

)} sus variables in-
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SiU =U(S, X1,...,Xs), {S,X,} serdn sus variables extensivas energéticas y {Pk = (;}g)} sus variables
k
ou

intensivas energéticas, con k=1,... .ty T = —

aS”

—

v PROBLEMA 2.2-1, H. CALLEN

<

= Encuentre las tres ecuaciones de estado para un
sistema con la ecuacién fundamental

ou 3v,0 S?
T = — = — 1.22
(85’)‘/)]\, R NV ( )
ou vl S3
oo (0 S (1.21) P=-(ow),, = Wm0
-~ \R?2) NV ' 3
— 8£ - _ Vol S (1 24)
= \on),, - T\ B )Nev
Las ecuaciones son
— —
v PROBLEMA 2.2-2, H. CALLEN V
= En el problema anterior, encontrar Luego
p=uT,V,N)
_ V0 53
o= R ) N2V
w0\ 1 (NVTR2\?
De (1.22), tenemos que - \r) N2y 30,0
=3 31,313
_ V0 v,0\ ? i N2Vz2T2
3 NVTR2 3 B R2 R2 3% N2V
= () _(BY (VT
n v,0 3 N
— —
v PROBLEMA 2.2-3, H. CALLEN v

= En el problema anterior, encontrar P = P(T,V, N)

A veces, como revisaremos en el capitulo 9.5 (pag. 100),

3
P = ULSS—Q puede ser 1til expresar los diferenciales de las ecuacio-
RNV s nes de estado en funcién de otras variables, como las
_ w1 (N VTRQ) : que acabamos de ver, por ejemplo. En este caso, los
R? NV? 3vo0 diferenciales serfan, si p = u(T,V, N):

e

vl (v.0\ 2 1 NiViT:
r)\®) 31 N2

3 ) ) )
T\? |NR? d_(u) d (u) d (M)
L w= T + V+ dN
<3) V0V or V,N v T,N ON T,V

Nl
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Si P = P(T,V,N),

oP oP OP
p=(Z T+ (2 il N
a <8T>V,Nd +(8V)T,Nd”<azv>wd

1.7. Concepto de Temperatura

Sean dos sistemas, 1 y 2, separados por una pared diatérmica, fija e impermeable; es decir, sélo se intercamba
calor en el camino al equilibrio.

Figura 1.11: Sistema aislado

El sistema alcanzard un estado de equilibrio donde S es maxima, es decir, dS = 0.

Ui +U; =cte = dU, +dUsy =0 = dUsy = —dU;

dS = d(Si+S,)
= dS1+dS;
851) (85&)
= — dU1 + | = dU.
<3U1 V,N ' U, V,N ?

_|0S51 95, _

1 1
= (gz) W=

1 1
T Ty
= T'=1,

1.7.1. ;De dénde a dénde fluye el calor?

Sea Ty > Ty = To =T, + 6§, con § tan pequeno como se quiera.

s = (1— 1) v,

1 1 1 1

Por el tercer postulado de la termodindmica, tenemos que AS > 0. Luego, considerando que dU = dQ + dW y
que la pared es rigida, tenemos dU = d@). Entonces
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1 1
— ) Ad
(T1 Tz) U1>0

= AU>0

La energfa (calor: dU = dQ) fluye del sistema

? 7’ . 7’ 7
mas caliente al mas frio

1.8. Equilibrio Mecanico

Consideremos un sistema cerrado compuesto de dos subsistemas, separados por una pared diatérmica, movil e
impermeable.

Figura 1.12: Pared moviéndose

Ui +U;=cte = dU; =—dU;
Vi+Vo=cte = dVoy=-dV;
S=51+5;

S1 = 81(Uy, Vi, Ny)
Sy = S2(Us, Vo, Na)

En el equilibrio dS = 0.

Luego
ds =0

05, 05, —
(a0:),,~ (52, | 0+ " -

281\ (05,
i)y, \OVe )y,

1 1 051 oU; 089 oUs _
ﬁ(n‘n)Wﬁ‘(wﬂmeLﬁ(waQ%Lz“>‘0
1 1 P P _
= <Tl_T2> dUq Tl_TQ:| dVy = 0
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—

v PROBLEMA : Valores en Equilibrio

<

= Dos sistemas tienen las siguientes ecuaciones de
estado:

_ N N(©@)
1 3 N p) N 1O~ @
=2 y - (1.25) VitV
7O 27 UM T1) v ) @
= V' =3V
para un sistema y
La energfa interna inicial de cada subsistema es:
1 5 N® P® N®)
=2 y =R (1.26)
TR  27°U®) T(2) V@)
para el otro, con R = 1,986 [mocl“loK] R es la g §200R = 297 ,9[cal]
llamada constante universal de los gases ideales ! 4 ’

v = 15 500R = 1117,125cal]
Se sabe que N = 0,5 y N® = 0,75. Ambos 8
sistemas estdn contenidos en un cilindro cerra-

do, separados entre si por un pistén diatérmico, ¢ sea
mévil e impermeable. Las temperaturas iniciales U — U](cl) + U}Q) = 1415,025[cal]
son Ti(l) = 200°K y Ti(z) = 300°K. El volumen

total es 20[L]. ;Cuél serd la energfa y el volumen Luego,
de cada sistema en el equilibrio? ;Cudl es la pre-
sion y la temperatura? 9 9
1 _ 2@ 1 _ (2)
U’ = SUf Vel = gi
2 1 2 1
S SRR R
JORE B c U =404.29[cal] oo VY =121
' U =1010,73[cal] . VS =8[L]
Figura 1.13: Estado inicial de la pared mévil. Reemplazando estos valores en las ecuaciones de esta-
do:
En el equilibrio se debe tener T}l) = T }2) y
P = pp L~ 3 1086 00
70 T2 7T 404,29

3RN(1) 5 N®)
27V (M T 2 5@
Us Up

(1) _ (2)
= U,/ = %Uf

s
0,5
Ademds Py = P~ 271427 1,986 - =2 ~ 33,69]atm]

= TF) =T ~271427°K



Capitulo 2

Gas Ideal Monoatémico

2.1. Propiedades del Gas Ideal Monoatémico

El gas ideal monoatémico es aque cuya ecuacién fundamental estd dada por

3 5
N U\2/[/V N\ 2
S(U,‘/;N) = ESO+NR1H ([]O> (%> (]\[O) ‘| ; (21)
donde N,,U,,V, vy S, son constantes. Nétese que S(Us,, Vo, No) = S,.
Calculemos las ecuaciones de estado:
= Temperatura:
1 _(05\ _3NR
T  \oU)yNy 27U
= U = gNRT (2.2)

s Presién:
oUu

Sab P=—(22
abemos que (av

) . Luego, de (2.1) tenemos
5,N

(1) () |- ()

de donde, derivando a ambos lados con respecto a V' por regla de la cadena, con S'y N constantes, podemos

N
S — ESO — NRIn

obtener
VN ' /NN /N R U\N"23/U\? 1 [oU
“NR| = _ ) — =NR|(—= =) = (=
@) (&) &) % =) 3@) o).,
NR 3 U\t
20— °NR(=) =—(-P
Vv R(Uo> Uo( )
N 1 _3r
vV o 2U
o bien
2
PV = 2U =NRT (2.3)

donde R es la constante universal de los gases ideales | R = 8,3143 J
mol °K
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= Potencial Electroquimico:

Derivando (2.1) con respecto a N, obtenemos

3 5
@ 5 UNZ (VN /N\?
E_“p_ R =~ e e
T2t (U) (V) (No
que, al reemplazar (2.2), resulta
_5U L 2U TOUNE (VY (NN 2.4)
F=3n" 38 " |\1, v, ) \N, '

2.2. Expansion Adiabatica Contra el Vacio

Pared v piston
adiabdticos

VACIO

Figura 2.1: Expansion adiabatica.

La Figura 2.1 muestra un sistema termodindmico, por lo tanto, tiene una ecuacién fundamental S = S(U,V, N).
Si removemos la restriccion en el volumen, el sistema “buscard” un nuevo estado de equilibrio que maximice la
entropia: tratard de igualar las presiones.

Si volvemos a colocar la restriccion en el volumen, el sistema “sentird” que las presiones estan igualadas, y la
entropia deberd ser mayor que la correspondiente a todos los voliimenes anteriores.

No hay energia caldrica involucrada. No hay trabajo involucrado. Esto quiere decir que

AU =AQ+AW =0+0=0,
es decir, la energia interna no cambia. El cambio en la entropia depende tinicamente de un cambio en el volumen.
En el caso del gas ideal, esto implica que la temperatura no cambia.
Luego, para el gas ideal,

AS=NR <ln“2 — n“jo) = NRIn (‘3)

Como la entropia es una funcién de estado (al igual que la energia interna), el cambio en la entropia es inde-
pendiente del proceso. Eligiendo un proceso quasi-estatico isotérmico, que involucre trabajo y calor, también se
llega al mismo resultado:

dU =TdS - PdV =0
P
dsS —TdV
s v
= / dS =NR ﬂ
s, v, V

Vi
A =NRIn| L
= S Rn(VO>
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2.3. Relacion de Euler
Consideremos
UAS, A Xq,...,AX,) = AU(S, Xq,..., X))
Diferenciando respecto a lambda, obtenemos la funcién
oU NS LU X, -
OAS O\ = ONX;  ON
oU LoU
— . X =
aAsS+; ax, =V
Si tomamos A = 1, tenemos
U, — U
el M x. =
555 T2 ox, X =V
j=1
t
j=1
Esta tltima es llamada la ecuacion de Euler.
2.4. Relacion de Gibbs-Duhem
Como vimos en (1.17),
dU =TdS — PdV + udN (2.5)
cuando el sistema es monocomponente. Luego,
1 P 1
ds = (T) dU + <T> v — (f) AN (2.6)
Para un sistema hidrostético
t
U=TS—PV+> uN;
j=1
Consideremos t = 1. De esta forma,
U =TS—- PV +uN
s —tusfy by
N BT
ds =Ud| = — | dU
- (7)+(z)
P P © 7
+Vd <T) + (T> dV — Nd (f) - (T) AN
1 P I
= dS = (T> U + (T) v — (?) AN
1 P I
il ) nNd(E
+Ud<T>+Vd<T> d(T)
y reemplazando (2.6),
1 P "
= dS =dS+Ud () +Vd (T> Nd (f)
1 P "
= — — - N — 2'
= 0 Ud(T) Vd(T) d(T) (2.7)

Esta ecuaciéon es conocida como la relacién de Gibbs-Duhem.
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2.5.

De las Ecuaciones de Estado a la Ecuacion Fundamental

De dos ecuaciones de estado podemos obtener la tercera, y con las tres, construir la ecuacién fundamental,
usando las relaciones de Euler y Gibbs-Duhem.

Hagamoslo para el gas ideal:

U= gNRT

PV = NRT

De la relacion de Gibbs-Duhem tenemos:

Integrando,

7 =),
= 7 :%)ﬁg 2 U
o (), S
= 7 =(%)o R
= 5=

Esta dltima es la tercera ecuacién de estado.

Obtengamos ahora la ecuacién fundamental, usando las tres ecuaciones de estado: (2.8), (2.9) y

Por Euler, tenemos

(Primera Ecuacién de Estado)

(Segunda Ecuacién de Estado)

(7)+@me(7)

1 1 P P

R(l @571 3RN>+R<nNR

2 U
. V/N)

)o (V/N)o

Eé> SO
NG

) ()]

s —%U+§V—%N
<o e (e[ ()G
- e om{ () () )
o < Ksenm[(2) () ()]

donde

1 77111

(

)

(2.10)
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2.6. Temperatura del Gas Ideal

Considere el siguiente dispositivo experimental:

— Se levanta o se baja ——

para mantener V
] constante
h _ Y
a(P,)=273.16°K s
P

Vapor

Vapor
Condensado

Figura 2.2: Dispositivo experimental para medir temperatura.

1. Poner un cierto gas puro (O, aire, No, Hs, etc) en el bulbo de volumen constante A y meterlo en la celda
de punto triple del agua hasta que se alcance el equilibrio térmico. Se coloca tal cantidad de gas de modo
que la presién sea de P3 = 1000mmde Hg.

2. Ponerlo luego en equilibrio térmico con vapor condensado (pico de una tetera), medir la nueva presién P;.

Calcular 0 = 273°K 1550. Graficar este valor.

3. Sacarle gas al bulbo, introduciéndolo en la celda del punto triple del agua. Se le saca gas hasta que
P3s =500mmde Hg.

4. Ponerlo luego en equilibrio térmico con vapor condensado (pico de una tetera), medir la nueva presién P;.

Calcular 8 = 273°K 51;10. Graficar este valor.

5. Repetir esta operacion en sucesivos enrarecimientos del gas en el bulbo.

6. Se llega asf al limite P; — 0.

Estos son los graficos de 8 = 273°K % en funcién de Ps, para vapor y azufre condensados. Notemos la interpo-
lacién, en cada caso, de las rectas que se obtienen para los distintos gases. Las rectas se obtienen variando el
numero de moles, que, como consecuencia, trae la variacién del punto triple del agua.
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373.15°K

Figura 2.3: Temperatura del vapor (izquierda) y del azufre (derecha).

Definimos la Temperatura del gas ideal por:

o ‘. P
0 =213,16°K lim (P?)) , (2.11)

a volumen constante.



Capitulo 3

Calores Especificos

3.1. Dos Tipos de Calores Especificos y Capacidades Caléricas

En nuestro estudio consideraremos dos tipos de calores especificos:

’ Calor especifico a presion constante ‘

_p(9) _T
@="\or),” N

| Calor especifico a volumen constante |

3.2. Capacidades Caléricas

Cp,=Ng,
C,=Ng,

3.3. Relaciones Entre los Calores Especificos

| COEFICIENTE DE EXPANSION TERMICA (a): |

Se define como

1 (v
“=vi\ar),

COEFICIENTE DE COMPRESIBILIDAD ISOTERMICA (Kr): ‘

Se define como

1 /oV
wr=- (5p),

REGLA DE LA CADENA

Demostremos que
v
(8P> _ \dT)p a
1%

oT VY  Kr
oP ),

(3.1)

(3.6)



34 CAPITULO 3 CALORES ESPECIFICOS

Expresemos los diferenciales totales:

dav = <(9T)P dT + <8P)T dP
OP oP
P = (= — T
; (aV>TdV+<aT>Vd
oT oT
T - (22 po (2L
d (ap)v et (aV>p v

Reemplacemos (3.9) en (3.8):
ov ov opP ov opP
v =), (), Gr), v (), (7).
2% oP ov ov oP
=|1-| == — — | == — — T
=0 = (5), ) - 1), (55), (5r) ) #
En (3.11) podemos tomar un proceso a temperatura constante, y obtenemos
L (v (oP
~\or ) \ov ),
N CIANNR AN
oP),  |[\oV ),
Y sien (3.11) tomamos un proceso con V constante, tenemos
ov
or), T
ory 17
ov )p B
(”)
= -1

ory
(aT)v <

opP
T v
0

),
), ov),

(or), o
)

Q| Q| |
*ﬂ<%k U

con lo que hemos demostrado (3.7).

» Consideremos

S = S(U.V,N)
T = T(S,V.N)
P = P(SV,N)

Es posible dejar U en funcién de, por ejemplo, P,T y N:
De (3.15), tenemos

T = T(S(U,V,N),V,N) = T(U,V,N) = U = U(T,V,N)

De aqui que

U=U(TV,N)=V =V(U,T,N)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
(3.15)
(3.16)

(3.17)
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Y de (3.16), tenemos
P=P(S(U,V,N),V,N)=P(U,V,N)=U=U(P,V,N) (3.18)
Finalmente, usando (3.17) en (3.18), obtenemos
U=UPRPVUT,N),N)=U=U(P,T,N) (3.19)
= Consideremos ahora
U=U(T,V,M,...,N,)
con N; constante. Esto nos dice que
ou ou
dU = | — | dT — | d
0= (or), e (Gv),
Por conservacién de la energia,
dQ =dU + PdV,
Por lo tanto,
ou ou
d == ) dT — ) d Pd
@ = (or), (o) v rov
dQ ou oU av
—= (I P+ (=) | == 2
=@ =(ar), I (), ) o (3:20)
Ahora, si en (3.20) el volumen es constante,
dQ ou
(a2), == (57), %20
Si en (3.20) es constante la presion,
dQ ou oV
=0, =Cy+ |P+ (== s 3.22
(), ==+ (), (57), 522
Luego, de (3.5),
ou Cp, —-Cy
= —_P "V _p 2
(6‘V>T Va (3:23)
= Usando (2.3) en (3.22), tenemos
ou ov
¢ = a+|r+(57) | (57)
P ov )1 \oT ) p
a (3 0 NRT
= Cy,+ |P — | =NRT —
o[ Gr ) ] G277),
NR
= C,+[P] (P>
C, = C,+NR
Luego, para el gas ideal
Cpo =Cy+NR (3.24)
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= Consideremos
U=U(T,P,Ny,...,N,)

V =V(T,P,Ny,...,N,).

dQ = dU+PdV
= d@ = (gg>PdT+(&Z)TdP+PdV
< () () (), (3),
w0 = () (%) Jare [(2) e (2) ]ar -
(3?)13 = Gp= <g;{)p+PVa
- (gITJL — Cp-PVa (3.26)

Luego, reemplazando (3.6), (3.7) y (3.26) en (3.25), tenemos

o <[, o (), 3 )
- (#), - ((5), -] (5r),
e =C+K )—PVKT]<I?T>

( ) Cv pKT+PVKT (3.27)
T

V| VT
w\qw\cz +
Q

E

= Consideremos ahora U = U(P,V)

dQ =dU + PdVv

ou ou

) ouU dP+ ou +Pdl
dT aP v dT

Para volumen constante,

:>C—8—U or
v \or),\or ),

. (W)V _ GvKr (3.28)



RODRIGO FERRER 3.3 Relaciones Entre los Calores Especificos 37

Para presion constante,

o[, ),
- o - [,

C(0U\ G
- (W)P_Va P (3.29)

Finalmente hemos calculado todas las derivadas parciales de la energia U, para ntimero de moles constante:
U\ (OUY (U (aU\ (U (oU
or ), \ov ), \oT ), \oP ), \oP /), \oV ),

También tenemos la relacion

T 2
C :O@—Fﬂ

Para demostrarlo, tomemos el diferencial

TdS = T((?S) dT+T<8S) dP
P T

oT oP
oS
= dT'+T | — | .
vt +7(53),
Consideremos la relaciéon de Gibbs-Duhem
Ndy =-SdT'+VdP
= pu  =p(TP),

es decir,
(O o
w=(5),+ (),
_ op _n(on
5= (), V=~ (35),

Como los diferenciales son exactos, las segundas derivadas son iguales:

e (ar),), = Gr (o).,

S ov -
- <5P>T = (8T) ., (Relacién de Maxwell) (3.30)
ov
Tds = CpdT —T (8T>P dP. (3.31)

Ahora, S = S(T,V,N). Con N constante,

oS oS
TdS = T<8T>V dT+T(8V>T av

coar+7 (22 av.
v ),
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Ahora, consideremos la relacién de Euler:

U-TS = Nu—PV

= dU-TS) = Ndu—PdV —-VdP

= dU-TS) = -SdI'—PdV+VdP-VdP
(gi)T = <21;>v (Relacién de Maxwell)

= TdS

oP
T+7T (%
C, dT + (aT)VdV

Igualando (3.31) con (3.33), tenemos

oV oP
T —-T | — P = T+T | —
Crd (8T>pd Codl+ <8T>v

ov\ dP oP av

que para P constante,

OP ov
= G —C"+T<aT>V<aT)P

y para V constante,

= C,

174 oP
Cot T (aT)P (6T>V

Co+T(Va) <1?T)

TVa?
Cp == CV + TT

Al dividir por N, tenemos la relacién entre los calores especificos

TVa?
NKrt

Cp = Cyv +

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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3.4. Problemas

—

V PROBLEMA 1: Equilibrio frente al flujo de materia.

<

AN®W = —gN®,

Luego, como en el equilibrio dS = 0,

1 1 1 )
— _ (1) R 1)
, . : . s = <T<1> T(?)) Ut <T(1) T<2>) N
Figura 3.1: Flujo de materia a través de una membrana
1 1 p @
7 Th T T T ~ T®

ou () ON)

052 95(
ZZ du@ e dAN@)
<8U(2) > V@ + ON(2) v

_ 1 U (85(1)> <8U(1)> N Para determinar la direccién del flujo de materia, su-
v v

8 M
ds = (as ) W + (aS ) N . o e
Vv Vv = TV =T AN =

T oU® IND pongamos que pY) > u® |y definamos T = T3 =
) 55® ) T. Con esto
+ e dU? 4 ( ) dN®
T oU®R) )y \ON@) ) ) p — M
ds =————dNW >0,
R T ANt WA 70 WY LTt T
= TO tTm T tT@

Como UM +UP) =cte y N 4 N@? = cte, tenemos lo que implica que dN(M) < 0. Luego, el componente N
fluye del sistema 1 al 2 si p() > ),
dvV = —qu®

—

_)
v PROBLEMA 2: Variacién de la temperatura en la atmédsfera v

El siguiente problema es un modelo para encontrar la El volumen de la columna es A - dh.

variacion de la temperatura de la atmdsfera con respec- La presién es P en la capa superior y P + dP en la
to a la altura. Supondremos que la atmédsfera es un gas inferior.

ideal y tomaremos de referencia el nivel del mar.

-7 T _ dF
dh dP a A

1 d(mg)

Figura 3.2: Columna de aire en un tubo aislado mP
adiabaticamente.

I
|
|
RS
U
=
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AP = —gM-_an,

7 (3.36)

donde M es la masa molecular.
Tomemos U =U(T,P,N), V=V (T,P,N).

dQ =dU+ PdV
ou ou
= dQ = (6T>PdT+ (6P)po
ov ov
P <8T> i dT + P (W’)T dP (3.37)
ou ov
(o7), 7 (5r) | o= 0
ou
opP

( )T (gzzu dP (3.39)

Recordando de (3.27) que

+
= dQ

+ P
+ P

|
|

(gg) Co — CPKT + PVKrp (3.40)
y de (3.26) que
(C;[j{) =C,—PVa (3.41)
P

podemos reemplazarlas en (3.38), obteniendo que

dQ = (C,— PVa+ PVa)dT
+ (C - S g 4 PVES - PV KT> dP (3.42)
= dQ =C,dT + G =G ap (3.43)

Para el gas ideal, segin (3.7), tenemos

a OP
w = (o),
(@ NRT
- (77 ),
NR
v

Al reemplazar esta tltima ecuacién junto con (3.24) en

(3.43), obtenemos

dq
= dQ

v
= CpdT — NR— dP

= CpdT — VdP (3.44)

Tratandose de un problema adiabéatico, d@Q = 0. Luego

dP
Cpdl' =VdP= NRT—
dr dP
Cp? = NR— (3.45)
/T dT NR / dp
= = =
TO T Cp PO P
T c,—C P
In( = =P Ui =
- u(x) -%g ()
LT (AT e
T, ~\pn) 7 g,
= T —cteP
De (3.45) deducimos inmediatamente que, al reempla-

zar (3.36),

T v P
dT y—1gM
~ a4 R

Experimentalmente, se tiene que, para el aire, v = %
Luego, con g = 980 [<!] y R = 8,214 x 107 [erg]

dT °C °C
— = —9,8x107° [} =-98 [} :
cm Km

dh
resultado que viene a ser un poco mayor que el prome-
dio medido experimentalmente.

Conclusiéon: La temperatura en la atmdsfera dis-

minuye en 9,8°C por cada kilometro que se
asciende. Esto nos dice, al integrar la ecua-
cion e imponer T(h = 0) = 30°C, que

i a 3[K'm] de altitud hay O°C' de temperatural.
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—

v PROBLEMA 3: Experimento de Riishhardt (1929)

\%

El objetivo de este experimento es medir ~.

pared cerrada

Figura 3.3: Recipiente con gas, cerrado.

El experimento consiste en poner una bolita de masa
m en el tubo situado en la boquilla del recipiente, de
modo que cubra el tubo de area A, pero que pueda
deslizarse libremente. Una vez situada, la bolita de-
bera quedar en un equilibrio mecéanico.

Si la empujamos hacia adentro, la bolita comenzara a
oscilar debido a las variaciones de presién que esta mis-
ma provocara.

Supongamos que un desplazamiento dz provoca una
variaciéon dP = dTF en la presion.
Supongamos que el gas experimenta un proceso

adiabatico.

Tomemos @ = Q(T,P) y Q = Q(T,V). Luego, para
Q=Q(T,P),

_[dQ dQ
@ = (i), (),

oS
= dQ :cpdT+T<8P>TdP (3.46)
y para Q = Q(T,V),
_[dQ dQ
dQ <dT)VdT—|-<dV)TdV
dQ =C,dT +T 09 dv 3.47
- a0 carsr(GE) a e

Usando las ecuaciones de Maxwell (3.30) y (3.32) para

este gas ideal,
o5\ __(ov
orP), — \oT ),

(& NRT
= (o7 ),
_NR

- P

_ (0 NRT
\oT VvV ),
_NE
v
as
r(ov), -

Podemos escribir (3.46) y (3.47) como

dQ =C,dT -V dP (3.48)
y
dQ =C,dTI'+ PdV (3.49)
Como el proceso es adiabatico, dQ) = 0. Luego
C,dl' = —PdV
Cpdl' = VdP
Dividiendo ambas ecuaciones, tenemos
Cp _ . Vvar
c, 1T Pav
L ap
v TP
N
B A P 2
VY’ P\
In(— = In|—
= (VO n (P)
- (ry _ (&
v, A\ P
= PVY = cte (3.50)

Diferenciando (3.50), tenemos
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0 = PV dv4+V7dP
= 0 = PyVl'Adz+ V" %
PA?
PA?
= F(z) = _7 v Az
PA2
= F(z) = 7V (20 — 2)

Esta es la fuerza que ejerce el gas sobre la esfera, don-
de en z, (la altura desde la cual se suelta) es cero, ya
que inmediatamente después al momento de soltarla,
el gas no ejerce fuerza (F(0) = 0). Por la tercera ley de
Newton, la fuerza neta debe ser igual a la masa del ob-
jeto por su aceleracion. Luego, la ecuacion de fuerzas es

mZ =F(z) —myg
PA?
= mz :7V (z0 — 2) — myg
. VPA2 7PA2
z+ z = —
mV mV

Esta es la ecuacion no homogénea del oscilador arméni-
co, donde reconocemos

2 ~PA?
T omV
= 2 yPA®
= UV =
v T mV
1 [yPA2
:> —_
v 2 mV

donde 7 es el periodo de la oscilaciéon. Despejado de
esta ecuacién, obtenemos

B Ar?mV
T A?2Pr

Midiendo 7 podemos obtener 7.

—

v PROBLEMA 4: Cambios de temperatura

%

Queremos llevar la temperatura de un cuerpo de ca-
pacidad caldrica C,, desde T; a Ty. Para ello, lo va-
mos poniendo en contacto térmico con una serie de
fuentesinagotables de calor, que estan sucesivamente
a temperaturas T; + AT, T; + 2AT, T; + AT, ..., Ty =
T; + NAT, donde

T —T;
= =5
Estas fuentes de calor, por més calor que entreguen, no
cambian su temperatura.
Analicemos los cambios de entropia involucrados en el
proceso de llevar el cuerpo de T; + AT

AT

= En el cuerpo:

Tds
Co = dr
T:+AT
i dT T, + AT
A == —_— = 1 _—
= AS /T Cy T CyIn T

= En la fuente inagotable de calor

L AQ  GAT
T, + AT T, +AT

AS =

Esto significa que hay un cambio total en la entropia:

AS - AScue’r‘po + ASfuemfe
T, + AT AT
= 1 —_— P —
C, In T C, T 1 AT

En el n-ésimo paso,
ASn = AScuerpo(n) + ASfuente (’I’L)
T; + nAT AT

Cvl - Y
Y Y (n—DAT T+ nAT

Al cabo de N pasos se llega a la temperatura T, y el
cambio en la entropia sera

N N

>yl

n=1

nTiJr(nfl)AT_nz::

1

AT
AS = e

= C,|In(T; + AT) — In(T3)

4+ In
+ In

—~

T; + 2AT) —In(T; + AT) + - - -

T, + NAT) — In(T; + (N — 1)AT)
AT

T; + nAT

|
M- £
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N
T AT

= Tomemos el caso N = 1:

a8 =G ln% B TiifT_f:iT}
= G, :ln?{—lJr%}
T T
= G, TTc 1lnTJ
Definiendo z = %f, tenemos que, para T; < 17,
z < 1. Luego,
flz) =Cy(z—1-Inz)

= f  es decreciente en ]0,1]

Luegoz <1 = f(z)>f(1)=0 V z<1.

Por lo tanto

para T; <TY.

Andlogamente, cuando T; > Ty, x > 1. Lue-
go f'(x) > 0 V z > 1. Con ésto, f(x) >
0 V x> 1. Porlo tanto

AS = >0

> siempre.

T, T,
Cyl=t —1—In=t
Ty Ty

= Tomemos el caso N — oo:

En este caso, la ecuacion (3.51) se vuelve

Ty
AS C’q,ln%fcv/ d—T

T T
= C’q,ln?f—cy,ln?’: =0

Luego, hay reversibilidad en el proceso, como ve-
remos en el siguiente capitulo.

\%

PROBLEMA 5: Pistones Mdviles

v

Un recipiente cerrado contiene 108 [It] de un gas mono-
atomico inerte. En su interior hay un piston adiabatico
que no ejerce roce sobre las paredes y separa el recipien-
te en dos partes iguales. La presién inicial en cada lado
(subsistema) del recipiente es de Pi(l) = Pi(Q) = 1[atm],
y la temperatura, Ti(l) = Ti(z) = 273°K. Se conecta a
uno de los lados un calefactor que, lentamente, entrega
energia caldrica, hasta que el otro subsistema alcanza
una presién de PJS2) = 7,59 [atm]. Calcule el trabajo
que se realiza sobre el subsistema 2 y las temperaturas
finales que alcanza cada subsistema.

Manometro Manometro

s

seq

fol e

Calefactor Lento

Figura 3.4: Pistén moviéndose debido a un calefactor.

Como vimos en el Capitulo 2, para los gases mono-
atémicos, como el He, Ne, y vapores metalicos como
el Na, Cdy Hg, se cumple U = %NRT = %PV. Luego

Cy =
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Como el proceso es adiabatico,

PV7Y =cte
= PV =PV, =543
3
545\ °
= Vv _<P>
3 (545\ ° [ 543
R CNEa
1
S AV =14 _dpr
5 Ps

Luego, el trabajo realizado sobre el subsistema 2

Py
/Pi
7,59
e (S
1 5 PS

3 7,59 .
- 54/ P 5dP
1

estd dado por

AW

5

3
=54
5 <

101,21 [t - atm).

Pdv
) ar

7,59

SN

)
Zps3
2 )

1

La cantidad de moles N que hay en el primer compar-
timento (que en este caso resulta ser la misma cantidad

que en el segundo), estd
ciales:

POV
= N =
= N =
= N =
= N =

dada por las condiciones ini-

NRT"
POy W
RTV
1-54- [it-atm]
8,3143 [ L] - 273K
1-54-101,3[J]
8,3143 [ L] - 273K
2,41 [mol]

Ahora, en en subsistema 2, que el proceso fuera

adiabatico nos dice que

dU = dQ+dw
= AU = AW
= 3INRAT = AW
S L Ap
ro SNR
(2) 2 , AW
= T = T
/ ' +gNR
101,21 - 101,3[J
T = 21K+ ’ 31J] .
3.2,41[mol] - 8,3143 [ —=|
= 614,11°K.
Ademas,
@)1,2  _ 2)
PYviY = NRT;
)
. Vf(z) _ NET;
)
Py
_241-(8,3143-101,371) - 614,11 )
B 7.59
= 16[1.
Luego
(1)1,(1)
o _ BV
f NR
PV - V)
N NR

7,59 (108 — 16)
2,41 -8,3143 - 101,31
3530,17°K

°K

Finalmente, el calor entregado al sistema 1 fue de

AQ

AU — AW

%NRAT L AW

g +2,41 - 8,3(3530,17 — 273) 4 101,21 - 101,3[J]

108,15 [k.J].



Capitulo 4

Procesos Reversibles e Irreversibles

4.1. Procesos Quasi-Estaticos

Sean A y B estados de equilibrio termodinamico. Considere N = cte. Para el proceso de pasar del estado A al
estado B, debe haber una ecuacién fundamental S = S(U,V, N).

!

—~S=8(U~X,)

Figura 4.1: Superficie definida por la ecuacién fundamental.

oS
Notamos que <8U> - 0

El punto indicado en la figura es un estado de equilibrio termodindmico.

Todos los estados de la curva indicada en la figura, son estados de equilibrio termodinamico. Son una sucesién
de estados de equilibrio, tan cercanos uno del otro como sea posible, y representan un proceso quasi-estatico.
Cabe destacar que un sistema no puede disminuir su entropia, s6lo podemos disminuir la entropia de una parte

del sistema si esto involucra aumentar la entropia del otro.

En la sucesién de estados quasi-estaticos existen diferenciales (dV, dS, dT, etc.). En particular, dS = %.

Veamos lo que sucede para el gas ideal:
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Figura 4.2: Superficie definida por la ecuacién fundamental..

= En un proceso adiabdtico d@ = 0. Luego, segun (3.48),

I

I

=
=
=

=

TdS
Cpdl

TP
PV
TVI-1

CpdT —VdP

VdP = NRT4

NR4E

NR In ( ) cuando C) = cte

Las ultimas tres ecuaciones representan los procesos adiabaticos en sus 3 representaciones.

= En un proceso isotérmico,

PV = NRT = cte.

(4.1)
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4.2. Definicion de Reversibilidad

Consideremos un sistema cerrado, compuesto, y con restricciones internas liberadas. El sistema evolucionara del
estado A al estado H (Figura 4.3).

: W_ M.,
S=8(~ X X))

tn—

”
’

/ ~ Estado
e Final H

F

-1——X‘*”

Proceso Quasi-Estatico

N
~— Estado Inicial A ™
X(_ll
J
N

Figura 4.3: Proceso aleatorio para llegar de A a H.

El postulado II no permite que, mediante manipulaciones de los parametros internos del sistema, podamos llevar-
lo de vuelta a su estado inicial A. El proceso es irreversible. Para hacerlo, debemos abrir el sistema, aumentando
la entropia del sistema acoplado.

Podemos definir los procesos reversibles como aquellos que no involucran un aumento en la entropia (Figura 4.4).

Figura 4.4: Proceso isentrépico (dS = 0) para llegar de A a B.

Considere el siguiente sistema, en donde la pared que separa los sistemas es perforada:
En el estado inicial, todas las moléculas ocupan el volumen V; (Figura 4.5, a la izquierda).
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VACIO

Figura 4.5: Flujo de materia

Al perforar la pared, las moléculas comienzan a ocupar el volumen. El proceso no es quasi-estatico. No hay
equilibrio termodindmico.

En la dltima etapa, el gas ya ocupa las dos cavidades, teniendo un volumen de V; + V5. Es muy poco probable que
las moléculas vuelvan espontaneamente a ocupar el volumen V7, dejando vacio V5. El proceso es IRREVERSIBLE.

El gas no ha realizado trabajo. Luego W (irreversible) = 0. Supongamos ahora que con el mecanismo de un
pistén hacemos que el gas pase del volumen Vi al volumen V; + V5 lentamente:

VACIO

Figura 4.6: Gas expandiéndose (pistén sin roce).

Vi+Va

En este caso, tendriamos W (reversible) = —/ PdV <0, es decir,
1%

W (irreversible) > W (reversible),
por efectos discipativos. En un proceso infinitesimal,
dW (irreversible) > —P dV.

Usando

dU = dQ(reversible) + dW (reversible) = T'dS — P dV,

y el hecho que U es funcién de estado, i.e.,

dU (reversible) = dU (irreversible),

tenemos
dQ(irreversible) + dW (irreversible) = T dS + dW (reversible)
= dQ(irreversible) = TdS+ dW (reversible) — dW (irreversible)
= dQ(irreversible) < TdS
dQ(reversible) = TdS



Capitulo 5

Ciclos Termodinamicos

5.1. Ciclo de Carnot

Consideremos un gas ideal sometido al siguiente proceso adiabatico:

T [
1zoterima
I—I—|
b c
T;
adiabata
adiabata
T,
0 a d
|
1soterma .
WV
D e

Figura 5.1: Ciclo de Carnot.
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= Proceso a — b : Adiabata reversible

El gas se comprime dandole energia en forma de trabajo mecédnico. La energia interna aumenta. Esto
implica que la temperatura aumenta:

TdS = Cy,dT'+PdVv
= 0 = C,dT'+PdVv
. car = NETg

Vv
1 (T _dr Vi
T v A In —

= NR/TO C T nVa > 0

s Proceso b — c : Isoterma reversible

El gas se expande a temperatura constante. Muy lentamente se le da calor al sistema y se le quita energia
en forma de trabajo:

dQ = C,dI'+PdV
v,

° dav

= Qpoe = NRTf7
D

= NRT lnE>0. 5.1
f
Vb

Esto significa que el gas absorbe calor (Q; > Q;).

= Proceso ¢ — d : Adiabata reversible

El gas se expande realizando trabajo solamente. Su energia interna disminuye, por lo que la temperatura
disminuye:

0 = C,dT + PdV
NRT
= dW = Cydl = —%dv
1 /To dT /Vddv
= Cp— = - —
NR Jr, T -V
= —lnﬁ
N Ve
Ve
= In-<<0.
an

Esto significa que el gas realiza trabajo.

= Proceso d — a : Isoterma reversible

El gas se comprime a temperatura constante T,. Se le extrae calor al sistema y se le da energia en forma
de trabajo:

idQ = Pdv

V.

a dV

= Qd—>a = NRTO/ 7
Va

NRT,n 2% <. (5.2)
Va
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Hemos completado un ciclo en el cual hubo un intercambio de energias en forma de calor y en forma de trabajo
mecanico.

Tenemos:
Qpoa NRTIn{
= Va .
Qd—)a NRT In v,
Ademas
LV = TV
TV, = TVt
Vv ~y—1 % y—1
= (= = 22
) - )
Va Vd
= In — = In—
Vi "V
Qbﬂc _ &
Qd—>a To
De esta dltima ecuacién tenemos
Qb—m
T, =T, >0
! ? Qdﬂa
Yy
Qb—>c Qd—>a Tf ! Sb—>c To . Sd—>a
=0 = AS = 0.
Tf + To Tf * To
Nota:
—C T
Qe T
‘Qdﬂa| To

= |Qb—>C| > |Qd—>a|'

La energia es una funcién de estado, por lo tanto, vuelve a ser la misma que cuando se inici6 el ciclo en el estado
a. Esto implica que el sistema debe botar energia; y lo hace realizando trabajo neto. Notamos ademas que entra
mas calor del que sale.

u a—b *

dQ = 0 = CCydT'+PdV
= Wesp = —/PdV
= C,(Ty—-T,) >0.

El gas recibe energia en forma de trabajo. S =S,, S, constante.
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= Wy :
dQ = PdV
= Wy = _Qbﬂc <0
Sy
= —/ TdS
So
= =TSy —So), T constante.
El gas realiza trabajo.
" c—d ¢
dQ = 0
= dW._q = —PdV
= We,q = —/PdV = CU(TO — Tf) < 0.
El gas realiza trabajo. S = Sy, S; constante.
- Wd—>a :
dQ = PdV
= Wi.e = _Qd—>a >0

El gas recibe energia en forma de trabajo.

Trabajo neto:

_Qb—>c -

So
- / Tds
Sy

7To(So —

St)s T, constante

Waoet + Whmse + Weg + Waq

Co(Ty —To) — Qv + Co (T — Tf) — Qa—a
Qi—a
—[Qb—c| + [Qa—al <O0.

De la ecuacién (5.3) podemos concluir que el sistema realiza un trabajo.

Q

= Q+W

Definimos el rendimiento como

Qv—c+ Qd—a
|Qb—c| — [Qa—al
W

0.

FLUJO NETO DE CALOR

3
If

CALOR RECIBIDO

En nuestro caso,
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Q
Qv—c
Qb—c + Qi—a
Qb—»c
Qd—»a
Qb

T

1-=2 .
7 (55)

Ui

Si tomamos el ciclo de Carnot en el sentido contrario, estamos sacando calor de un cuerpo a temperatura 7, y

dandole trabajo al gas que, a su vez, estd sacando calor a un cuerpo a temperatura 7. Por lo tanto [ TENEMOS
UN REFRIGERADOR!

En este sentido, el ciclo de Carnot es, sin “antirefrigerador”, una bomba de calor (estufa). En esta bomba de
calor, definimos el rendimiento como

QNETO
QABSORBIDO
*WNETO
QABSORBIDO
QABSORBIDO + QBOTADO

QABSORBIDO
- 14+ QBOTADO

b
QABSORBIDO

donde 7 serd menor o igual a 1, garantizado. Lo que importard en el refrigerador, es la razén entre el calor
absorbido y el trabajo entregado al gas.

F 3 S
adiabata
q d (1zentropica) g
F
Q d—a G Q boe
Area h
S, . .
a adiabata ‘
! (isentropica) 1
: |
! | T
b T, Te

Figura 5.2: Ciclo de Carnot: Entropia vs. Temperatura.
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En la figura 5.2 podemos ver que el flujo neto de calor también viene dado por

Q = Qvoct Qi

Tf(Sf —85,) +To(S, — Sf)
= (Ty = To)(S5 — So)

= AREA

Rendimiento:

_ Q _ AREA _ (Tf _TO)(Sf — SO) (5 6)
Qb—>c AREAl Tf(Sj - So) .

n

Podemos ver la situacién anterior como en el siguiente grafico:

JhT

b Qb—)n c
T;

Area

T -
° a Qd—m ':|I

i l

: .8
s s,

Figura 5.3: Ciclo de Carnot: Temperatura vs. Entropia.

En general, ademas del gas ideal, un gas, un liquido o un sélido pueden ser sometidos a un ciclo de Carnot, cuyas
etapas resumimos:

1. Compresion isentropica a S =S,

2. Expansién isotérmica a temperatura T

w

. Expansién isentrdpica a S = S¢

>~

. Compresién isotérmica a temperatura T,
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isoterma (T},)

adiabata (S,)

adiabata (S,)

isoterma (T, )

Figura 5.4: Ciclo de Carnot: Presiéon vs. Volumen.

En la figura 5.2, el proceso b — ¢ representa una fuente caliente o reservoir de energia; mientras que el proceso
d — a representa un reservoir de fuente fria. El sistema “bota” trabajo: —W = Qp + Q.. Esto implica que no
todo el calor entregado se puede transformar en trabajo. Este es el SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA.

2 4
%dS :/dS+/ dS =0
1 3

= —+—= =0
Ty + T,
T
> D o O
TC QC
Qn
= Th = —ch
Qe
0JO: Q. <0
0JO: Qp >0
T Th € €
Planta de Poder (°C) (°C) (Carnot) Cerp (observado)
Planta de vapor de carbén quemado de West Thurrock (U.K.) ~25 565 0,64 0,40 0,36
Reactor Nuclear PHW, CANDU (Canad4) ~ 25 300 0,48 0,28 0,30
Planta de vapor geotermal Larderello (Italia) 80 250 0,32 0,175 0,16

Tabla 5.1: Rendimiento de plantas de poder comparadas con el rendimiento de Carnot y con el rendimiento de

un motor endoreversible maximizado para la potencia de salida (€crp).
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5.2. Ciclo de Joule

Consideremos un gas ideal haciendo el siguiente ciclo:

F 3 P
b c
Pf | .
| |
1 |
' N
! |
: [ adiabata
[ acllahara:
: \L
Pt .
T k d
I L |
| I |
l N !
, 11 |
: e LY
o v, \AYA V.,

Figura 5.5: Ciclo de Joule: Presién vs. Volumen.

Hay un intercambio de calor en las etapas b — cy d — a.

= Proceso b — c:

dQy—c =Cpdl —VdP
= deHC = Cp dT
P
= Qooe = /CPTRdV

P,
= Qbac =C, -2

pNR(VEg—VQ) >0

.. Entra calor al gas.

s Proceso d — a:

ya que P es constante

Qe =Gy (Vi = Va) >0
.. Sale calor del gas.
Calculemos el rendimiento:
QRd—a

n:Qb—w“"Qd—»a:l_'_ _
Qbﬂc Qbﬁc

PV,
P Vs -V,

(5.7)
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Pero en las adiabatas se cumple
PV = BV}
PV) = RVJ]
o . i W
Dividiendo estas ecuaciones, obtenemos v que al reemplazar en (5.7), resulta
4 3
- 1
_ PV Vi) _ 4 Py (P\7
= P2V3<1_ﬁ)_ P, \ P,
V3
p =1
1 Y
= 1-(= (5.8)
! (P 2 >

5.3. Ciclo de Otto

Consideremos un gas ideal haciendo el siguiente ciclo:

A P
c
P3“
Q b—c
—} explosién
entra calor
A adiabatas
Bl Q
I:\ - d—=a
compresion gale calor
E
a
7 Iv =T »
Vi V,

Figura 5.6: Ciclo de Otto: Presién vs. Volumen.

Este ciclo simula motores bencineros de cuatro tiempos, es decir, la mayoria de los motores de los vehiculos que

circulan por la ciudad.
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ADMISION
BUJTIA J,

VALVULA |
,—‘ p—— vAvuLA
7l B

ESCAPE .

PISTON

® c16 UERIAL

Figura 5.7: Motor de cuatro tiempos.

Las valvulas de admisién dejan entrar mezcla desde el carburador; las de escape, permiten botar los gases de la
combustién.

El pistén se mueve hacia arriba y hacia abajo, haciendo rotar el cigiienal, el que a su vez gira los pinones de la
caja de cambio, que transmiten distintas revoluciones a las ruedas via diferenciales, etc.

El pistén toma una posicién de maxima compresion y, en ese momento, la bujia da el “chispazo”. Debido a la
enorme presion, el pistéon baja, moviendo el cigiienal. Cuando esto ocurre, ambas vélvulas estan cerradas.

Antes de la explosién, el piston “aspira” la mezcla al abrirse, la vélvula de admisién; mientras, la valvula de
escape se encuentra cerrada.

Para expulsar el producto inservible de la combustion, el sistema debe abrir la vélvula de escape. En ese mo-
mento, la valvula de admisién se encuentra cerrada.

El ciclo se repite, involucrando nuevamente cambios de volumen, presién y temperatura.

En la figura (5.6), podemos apreciar que en el proceso de (0,P,) — a (donde entra la mezcla), estd abier-
ta la vdlvula de admisién, y cerrada la de escape. En los procesos a — b (donde se comprime la mezcla),
b — c(donde se produce la chispa) y ¢ — d(donde ocurre la explosién), ambas vélvulas estdn cerradas. En el
proceso d — a (donde la energia es entregada), estd cerrada la valvula de admisién, mientras que la de escape se
encuentra abierta. Finalmente, de d — (0, P,) (donde salen los gases de la combustién), estd abierta la valvula
de escape; mientras que la de admision se encuentra cerrada.

Calculemos el rendimiento:

_ Qb—>c + Qd—>a
n=————".

Qbﬂc
T.
Qb—)c = Cv ar
Ty
- Cv (Tc - Tb)

PV
El gas es ideal, luego T' = NE Con esto,
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P3Vs
T. =
NR
=T, >1T,
PV,
T =
*” NR
Esto nos dice que @y > 0, es decir, entra calor al gas (debido a la chispa).
Ta
Qd—>a = O’U T
Ta
= Cu(T, —Ty)
P, Vi
T =
“ NR
=T,>1T,
Py
T, =
‘7 NR
Esto nos dice que Qp—. < 0, es decir, sale calor del gas. Con esto, el rendimiento queda
Qd—>a Cv(Ta - Td)
=14+ —=14+—=——.
K b—c Cv (Tc - Tb)
Pero TyVy' ' =T,V y T,V =t = T,V ', Por lo tanto
(T =TV, ™ = (Tu =TV
T, -T. e
= d _ K
Tc - Tb ‘/1’Y_1
I
= n = — poT
1
= = 1- —
n PR
2
1
n = 1 — rr’Y—l (59)

r es llamada la “razén de compresion”.
Nota: En la préctica se necesita r < 10 para que no haya pre-encendido.

Sir=9yy=1,5, entonces n =1 — = 0,67 = 67 %; aunque en la préictica es mucho menor.

RS
V9
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5.3.1. Motor de Dos Tiempos

Fntra la mezcla Escape de la mezcla
y comienza la expansion producto de la combustion

Figura 5.8: Motor de Dos Tiempos.

En una vuelta, el cigiienal realiza la secuencia de eventos del motor de cuatro tiempos. En el fondo, se estdn
eliminando las etapas de admision y escape.

5.4. Ciclo de Diesel

Consideremos un gas ideal haciendo el siguiente ciclo:

E C
adiabata
\\ d
PI“ \\
: a
|
] \’__ >

)

Figura 5.9: Ciclo de Diesel: Presién vs. Volumen.
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En el proceso b — ¢ ocurre la inyeccién de petréleo Diesel. Se dosifica para mantener la presién constante (alta
presion). Aqui hay auto-encendido.

En el proceso d — a se abre la valvula de escape y se le insufla aire para que bote el producto de la combustién.

Para el gas ideal tenemos

{ Qb—e = Cp(Tc_Tb) >0

Qd—»a = Cv(Ta *Td) <0
Luego
po14 Glu-To | 1L0-7)
Cp(Tc_Tb) ’YTc (1— Ti).

De la ecuacién del gas ideal tenemos

PV, = NRT, L % T
PV, = NRT, V. T
T. TV !
V)=l = TV T, TR
=
TaVa'y—l _ Tb‘/b’)/—l Td _ ‘/;771
T. Vvt

Finalmente, el rendimiento resulta ser

|

= 1—-= N e/
v\
v (- (1))
v %) (1 ()
1 1
) )
= 1 T
v _
)
Vc Vb
. z .z Va ’ .z a
Definiendo la razén de expansién como 7. = 7 y la razén de compresién como 7. = v
c b

(5.10)

Por ejemplo, sea r. = 15,7, = 5,v = 1,5. Entonces 1 = 64 %, que también es menor en la practica.
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5.5. Cooling Energy Ratio

Definimos cooling energy ratio por

QARSORRIDO

WNETO

Analicemos w para el caso del ciclo de Carnot invertido (refrigerador):

adiabata

acliabata

Qd—)a

i

L 2

v, NAY v

Figura 5.10: Ciclo de refrigeracién (ciclo de Carnot invertido)

Aqui, Q,—4 es el calor absorbido, mientras que el trabajo neto estd dado por (—Qq—q — Qc—a). Luego

Qaﬁd
_Qa—>d - Qc—»b
“Web =W

W

. Qc%b

= -1

Por ejemplo, sea w = 5 (Qapsoremo = D veces W). En ese caso,

R —].—QC*}b
w
Qc—»b
= 5 = -] 2=t
w
Qbﬁc
= 6 = e
w

Esto significa que el calor entregado es de 6W, seis veces el trabajo neto realizado.

Segun (5.1) y (5.2), tenemos, para este caso,
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Qa—»d
_Qaﬂd - Qc%b

NRT,In {2
—NRT,In £ + NRTyIn £

1

Ve
Ty g

To ln%

1

Ty Inr. _’
in’l”_l

T, Inr,
donde 7. = % es la razén de compresiéon y r. = % es la razén de expansion.
o

Sir.=r., w resulta ser

Con este resultado, podemos escribir

W:M N W:@-(Tf—ﬂ,).
w o ’

Si Ty =~ 1T,, entonces W ~ 0. Esto nos dice que no se requiere trabajo neto para sacarle calor a la fuente a

temperatura Ty,.

Si Ty > Ty, se tiene W — o0, es decir, cuesta mucho trabajo neto enfriar un poco el sistema.

5.6. Trabajo Maximo

En todo proceso termodindmico, se cumple que AS > 0. AS > 0 si el proceso es irreversible y AS = 0 si es

reversible.

En este motor, tenemos:

R

AQ+AW = 0

o = AQSALE + AQENTRA + AWNETO =0
MOTOR AQsay = —-T5AS < 0
AQENTRA = -TiAS; > 0

calor

Figura 5.11: Motor
haciendo trabajo

Luego



64 CAPITULO 5 CICLOS TERMODINAMICOS

AS > 0
= ASl + ASQ > 0
= AS — L%ALE > 0

2
= AS — (AQEN""‘TA —AW) > 0
2

= TQAsl + AQENTRA + AW 2 0
= T2A51 + AQENTRA 2 _AW
= —AW < THAS) + AQentra
= AW < (T2 —Tl)ASl

Este tltimo, es es trabajo que sale del motor (el trabajo obtenible). Esto dice que obtener el méximo trabajo de
un sistema, corresponde a un proceso reversible, y ademas

AWMAX = AQENTRA + T2ASI

En la situacién anterior, el cuerpo a temperatura T; se va enfriando (77 disminuye paulatinamente) y el cuerpo
a temperatura T se va calentando (75 va aumentando paulatinamente). Cuando las temperaturas se igualan,
ya no es posible obtener mas trabajo.

Tenemos

AQunrra + AQspry + AW =0

Ty Ty
= AW = -C, ar — Cp dT
T1 T2
= —Cp(Ty —T) — Cp(Ty — T)
= Cp(Th +T» — 2Ty). (5.11)

La ecuacién (5.11) representa el maximo trabajo que podemos extraer.
En un proceso reversible

ASy + ASy = 0
LA se
Ty dr Tsdr
= Op/Tl ?4-01, s T = 0
= ln%—kln% = 0
= 1n<§fg) = 0
Ty T

= Tf = VI -Th

La temperatura final alcanzada por ambos cuerpos es el proceso reversible es el promedio geométrico de las
temperaturas. De este modo, se obtiene el trabajo maximo.
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System
State A —> State B

(=AU) = Up-Up

Reversible
work source

Reversible
heat source

Figura 5.12: Proceso de trabajo maximo. El trabajo entregado Wgrw s es maximo y el calor entregado Qrpgs es

minimo si el proceso completo es rreversible (ASrora, = 0).

Si U= NCT,
AWyax = NC (T1 1T, — 2\/T1T2) .

(5.12)
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Parte 11

Teoria Cinética de los Gases






Capitulo 6

Movimiento de las Particulas

6.1. Origen Microscépico de la Presion

Toda pequena muestra de gas contiene muchas moléculas idénticas (en el sentido cldsico). Si hay N moléculas
de masa m, la masa total serd de Nm. Si la masa molar (la masa de un mol de moléculas) es §, tendremos que

N .
n= Tm = NUMERO DE MOLES (6.1)

En un volumen de 22,4[Lt], a una temperatura de 300°K y presién de 1[atm] hay un mol de dtomos. Luego, en
la densidad molecular sera de

~6,06225 x 10%*[MOLECULAS]

22,4 x 103[cm]3 (62)

3% 107 [MOLECULA8:|

[m]?

Las moléculas pueden considerarse como esferas duras en perpetuo y azaroso movimiento, de un diametro pro-
medio de 2,5 x 1078[cm).

Las moléculas no interactian entre ellas hasta que chocan. El choque es eldstico, asi como el choque contra las
paredes del recipiente, las cuales se suponen perfectamente lisas. El movimiento, antes y después de colisionar,
es rectililneo.

Figura 6.1: Molécula chocando contra una pared.

La situacién se muestra en la Figura 6.1, donde el cambio total en la velocidad estd dado por

AwH = w‘ll — wH =0

Aw, = w, —w) =—-—w, —w; =—2w,

En ausencia de agentes externos, las moléculas se distribuyen uniformemente.

AN _dN

N_ an
VAV av
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Para que esta tultima igualdad sea cierta, el diferencial dV' debe contener muchas particulas.
No existen direcciones privilegiadas para el movimiento de las moléculas. En todo momento hay tantas particulas
moviéndose en una direccién como en otra. (Ojo: no estamos hablando del médulo de la velocidad). No todas las

moléculas tienen la misma velocidad (en médulo). Como concluiremos al final del préximo capitulo, hay pocas
particulas moviendose lentamente, y pocas moviéndose rapidamente.

20

B

Figura 6.2: Molécula chocando contra una pared.

El cambio de momentum estd dado por Ap'= —2p, . La presién sobre la pared estd dada, para un area A, por

_dF 1 dprom
P = AT A dr

(6.3)

Para conocer el cambio total del momentum total (Aprorar), s necesario conocer la velocidad de cada una de
las moléculas que chocan contra la unidad de area por unidad de tiempo.

Denotemos por dN,,, el nimero de particulas o puntos con componente X de la velocidad comprendida entre
Wy ¥ Wy + dw,. Este diferencial serd funcién de w,. Luego N,,, = N(w,), por lo tanto

dNy,
dw,

Nw

£

W

— dw, —

Figura 6.3: Cantidad de particulas con velocidad wy.
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Integrando, podemos conocer el nimero total de moléculas:

o0
Ny, = /dew :/ N dw,

Andlogamente, denotamos por d2Nwzw al  numero de moléculas con velocidades entre
W=w,T +wy§ y W+ dd = wy + dwy& + wy + dwy,y (Figura 6.4).

o ot [ [
WaWy — WaWy — dwzdwy Wy AWy

[, w,

Wy Wity 4 chwy

/ "
Wy —

wiy + g,

.

Wy

Figura 6.4: Espacio de velocidades bidimensional.

Usando coordenadas polares planas (Figura 6.5), dQNw¢ representa la cantidad de particulas con velocidades
en el area, del espacio de velocidades, w d¢pdw. Como la distribucién es homogénea,

dg

d’Nyg = ANy o (6.5)

d
donde dN,, representa la cantidad de particulas con velocidades entre w y w + dw, y el factor 2—¢ representa la
s

fraccién de moléculas que se encuentran en el angulo de¢.
En el espacio tridimensional de velocidades (Figura 6.6), todos los puntos de un volumen diferencial tienen sus
velocidades comprendidas entre i y 1+ dw. A la cantidad de particulas en este volumen la llamaremos d® Ny,

Definimos el angulo sélido como

AREA SUBTENDIDA _ w sinfd¢ - w dG

dQ) = 2 2

néddedo
Por homogeneidad,

.
e = 0,52 g, 000
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[, s

v

Wy

e

v difr

Wy
Figura 6.5: Espacio de velocidades bidimensional en coordenadas polares.

Luego

N = / d* Ny

6.2. Choques Contra una Pared

Consideremos el cilindro diferencial definido en la Figura 6.7. Aqui, d7 es un intervalo infinitesimal de tiempo,
por lo que el largo del cilindro es wdr, y su drea basal, dA. Es claro que todas las moléculas dentro de este
cilindro chocan con el area dA, a menos que sean expulsadas por otras moléculas. Para que esto no suceda,
tomamos d7 lo suficientemente pequeno. Estamos suponiendo que el espacio es homogéneo, por lo que

Ny
vV o dv
dN dV dA-wdrtcosf
= N S v- v (6.7)
Luego el nimero de moléculas provenientes del cilindro, golpeando el drea dA, serd
av
dst9¢ (V) (6.8)
El cambio en el momentum en la colisién estd dado por Ap = —2mw cos §. Reemplazando (6.6) y (6.7), el cambio

total del momentum queda determinado por

niimero de moléculas en Fraccién ~ de  estas Cambio de mo-
deOTAL = el dngulo sélido df) con moléculas golpeando la |:mentum debid0:|
velocidad w pared al choque
dv
= d*Nuoo - v (—2mw cos 6)

. sin 6 df d¢ . dA - wdrtcosf

= N,
AN 47 %4

- (=2maw cos 0)
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Figura 6.6: Espacio de velocidades tridimensional

W SIS

sy

Figura 6.7: Choques contra una Pared.

Luego, de (6.3), concluimos que el cambio en la presién estard dado por
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11

dP, = deE(*dPTOTAL)

_ /%/ Sin0d0d¢ dA - wdr cosd (2mw cos 6)
A dA dT 4m 4 -

2
= 47TV 2 omaw? / / cos? 0sin 6 df do (u=—cosb)

dN, ) o,
P muw ﬁ[lu du

_ ANy u®
Vv

AN, 1
v 3

Considerando todos los posibles w tal que 0 < w < oo,

1 9 m [ 4 [dNy
- - AN, = 2 ) g .
3 /mw 3 /0 w ( T > w (6.9)

dNy TR ) .
7 representa la distribucion de los médulos de las velocidades. Recordemos que
w
/ dN, = N,
es decir,

1 dNy,
— v =1 1
N}/ M =1, (6.10)

4Nw . 1105 dice cudl es la probabilidad de que una molécula tenga un

lo que nos da un sentido probabilistico de 1 T

modulo de velocidad igual a w.
Para calcular promedios con variables continuas, como, por ejemplo, el promedio de notas, usamos la expresion

ZnP

<n>="4— (6.11)

o

donde P(n) es la cantidad de veces que aparece la variable (nota) n. Luego, el denominador es claramente N.
En un continuo, tendremos
o0
/ xP(x)dx

<z>=t"x (6.12)

[m P(x)dx

donde el denominador, al igual que en el caso discreto, es el total de “notas”, o cantidad de variables. Si
[Z . P(x)dz =N €R, definimos P,(z) = % P(z), con lo cual

t/mg@ym=1 (6.13)

— 00
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y, de esta forma, podemos asociar P,(x)dx a la probabilidad de encontrar la variable z en un intervalo dx, es
decir, P,(z) es la densidad de probabilidad en un punto x. Haciendo estas consideraciones, podemos expresar el
promedio como

<z >= W = /oo xPy(z) dx (6.14)
P,(x)dx -

— 00

Tomando (6.14) como la definicién de promedio, podemos considerar, ahora, el promedio del cuadrado de las
velocidades como

1 [ LdN,
2>=— pp— 6.15
<w* > N/o w'— = dw (6.15)

1 dN,,
donde, como vimos en (6.10), P,(w) = ———

= . Al reemplazar este promedio en (6.9), obtenemos
N dw

1
PV = gNm<w2>

2 1
= —_— —_— 2
32\/ <2m<w >)

2 . , .
= §N < ENERGIA CINETICA POR MOLECULA >

Pero, como vimos en (2.3), PV = NRT, donde

] =1,3807 x 10~ [J

R =8,3143 [ %

v —k
mol °K } B

es la constante de Boltzmann, y N es el niimero de moles de moléculas. Luego

1
NkpT = gNm <w?>

3 1
= SkeT = §m<w2 > (6.16)

Nota: En este gas sélo se considera la energia cinética de traslacion:

1 2 1 2 1 2
-m<wt > = §m<ww>+§m<wy>—|—§m<wz>

1 1 1
= —kgT + —kgT + kT
2B +213 +2B
3
= —kgT
5kB

Esto nos dice que hay una equiparticién de la energia.
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Capitulo 7

Formula de Maxwell Para la
Distribucion de Velocidades

7.1. Deduccidon de la Ecuacion

Consideremos el espacio de velocidades. Del total de N moléculas, denotemos por dV,,, el nimero de particulas o
puntos con componente X de la velocidad comprendida entre w, y wy +dw,. Geométricamente, dN,,, representa
la cantidad de puntos que hay en la capa de espesor dw, de la Figura 7.1. La fraccién del nimero total N que
hay en la capa es

dew
N

Este diferencial dependera de la capa considerada, es decir, dependera de w,.. Si el espesor es pequeno la fraccién
serd proporcional a este espesor. Es decir, tendremos

Figura 7.1: Espacio de velocidades tridimensional

dN,,

N S wg)dw, (7.1)
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Por lo tanto, el nimero de moléculas con velocidades en X entre w, y w, + dw, es

ANy, = N f(wy) dw, (7.2)

Como todas las direcciones son igualmente posibles,

dNy,

N = = f(wy)dwy (7.3)
dNy,

~ £ = f(w,)dw, (7.4)

Ahora, nos interesa saber la fraccién del nimero total de moléculas con velocidades en X entre w, y w; + dw,
que, al mismo tiempo, tienen velocidades en Y entre w, y wy, + dw,. La suposiciéon de MAXWELL fué que la
fraccién del ntimero total de moléculas que posee velocidades en cierto rango, es la misma fracciéon que la de un
subgrupo, siempre que el subgrupo sea lo suficientemente grande. Es decir, del grupo de moléculas con veloci-
dades en X entre w, y w, + dw,, €l cual contiene dN,,, moléculas (ver Figura 7.1), tomamos el subgrupo con
velocidades en Y entre w, y wy 4 dw,, (el cual contiene d*N,,,,,, moléculas); y afirmamos que la fraccién de
moléculas con velocidades en Y entre w, y w, + dw, de este grupo, es la misma que la fraccién de moléculas
con velocidades en Y entre wy, y wy + dw, del niimero total de moléculas.

Para establecer una analogia, digamos que la fraccién de mujeres mayores de cuarenta anos, del total de habi-
tantes en Chile, es %, es decir, cada 5 habitantes, hay 2 mujeres mayores de cuarenta. Lo que estamos afirmando
es que si tomamos el subgrupo “habitantes de Temuco”, por ejemplo, encontraremos que la cantidad de mujeres
mayores de cuarenta dividida por la cantidad de habitantes de Temuco, serda también %, ya que la poblacion
estd distribuida homogéneamente y Temuco contiene una cantidad lo suficientemente grande de habitantes como
para hacer esta estadistica.

La fraccién del nimero de moléculas con velocidades en X entre w, y w, + dw, que, al mismo tiempo, tienen
velocidades en Y entre w, y wy + dwy, es

ANy, w,
ANy,

ya que el total de moléculas en este grupo es dN,,,. Por la condicién de MAXWELL, esta fraccién serd igual a la
fraccién del niimero total de moléculas con velocidades en Y entre w, y w, + dw,,, dada por (7.3),

ANy,
N = f(wy)dwy
Por lo tanto
dZNwmwy = deTf(’UJy)dwy (75)

Pero, por la ecuacion (7.2), dN,,, = N f(w,)dw,. Luego

B Nu,w, = N f(ws) f(wy) dwydw, (7.6)

Geométricamente, dQNwzwy representa el nimero de puntos en aquella parte del espacio de velocidades que es
comun a las dos franjas perpendiculares a los ejes w, y w, respectivamente. Podemos verlo como el area de la
interseccién en la Flgura 6.4, o como la cara paralela al plano w, —w, del cubo de la Figura 7.1. Tiene la forma
de un prisma de seccién recta rectangular (ya que no necesariamente dw, = dwy) y se extiende desde —oco a oo
en el eje w,.

Por el mismo razonamiento anterior, el nimero de moléculas que tienen simultaneamente velocidades en X entre
Wy ¥ Wg + dwy, velocidades en Y entre wy y wy + dwy, y velocidades en Z entre w, y w, + dw,, serd
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dSNwmwywz = Nf(wx)f(wy)f(wz) dwxdwydwz (7.7)

Este es el nimero de moléculas en el elemento de volumen dw,dw,dw, de la Figura 7.1, es decir, el elemento de
volumen comun al prisma vertical y la franja de ancho dw,.

Denotando por p la densidad de moléculas en el espacio de velocidades, tenemos

P= ley(yiwzz = N f(ws)f(wy) f(w:) (7.8)

Consideremos ahora un segundo elemento de volumen préximo al anteriormente considerado, en el que, en
general, la densidad es diferente a la del primero. La variacién en la densidad estard dada por

dp Op dp
=~ B, dwy + —— dw, +

dp Owy ow,

Como f(wy) dependo sélo de wg, ¥y f(wy) v f(w;) son independientes de w, por (7.8) tenemos

o _ N( d f(wx)> Fwy)  (w-)

Owy dwy,
= Nf(we) f(wy)f(ws)
Del mismo modo,
B‘Z — Nf(w,) ' (w,) f(w,)
afi = N f(wa) f(w,) f'(ws)

Consideremos el caso en que el segundo elemento de volumen estd en la misma capa esférica que el primero. En
este caso dp = 0 y, usando las ecuaciones anteriores, tenemos

f(wz) f(wy) f'(w;)
dwg + 2 dw, + dw, =0 (7.10)
fwz) flwy) 7 flws)
Pero si el elemento de volumen se encuentra en la misma capa que el primero,
w? = w? + wi +w? = cte, (7.11)
por lo cual
Wy dwy + wy dwy +w, dw, =0 (7.12)

Esto nos dice que si nos mantenemos en la misma capa, dw,, dw, y dw, son linealmente dependientes. Emplean-
do el método de los multiplicadores de LAGRANGE podemos combinar las ecuaciones (7.10) y (7.12) y obtener
una ecuacién que se cumpla para valores cualquiera de dw,, dw, y dw.. Para ello, multipliquemos (7.12) por
una constante A = mf que determinaremos después (donde m es la masa del gas) y sumemos el resultado a
(7.10). De esta manera,

(é’((g:)) + /\wx> dw, + (;’((;"5)) + /\wy> dw, + <J;'((;U:)) N /\wz) dw. = 0 (713)

Como dw,, dwy y dw, son linealmente dependientes, podemos asignar a A un valor tal que haga
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J;((;”:)) + Mw, =0 (7.14)
En este caso, (7.13) se reduce a
(J;((Zj)) + Aw,,) dw, + (J},((Z:)) + sz) dw, =0 (7.15)

Que los diferenciales sean linealmente dependientes significa que por lo menos uno de los coeficientes es distinto
de cero. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar w, # 0, por lo que, de (7.12), tenemos que

w W,
dw, = ——2dw, — —=dw,
y ;

T wl‘

lo que nos dice que tenemos s6lo una variable dependiente y dos independientes. Podemos considerar indepen-
dientes dos cualesquiera (en este caso dw, y dw,), por lo cual los coeficientes en (7.13) son cero:

f/(wy) W, —
Flwy) + Aw, =0 (7.16)
f/(MZ) _
Flws) + w,; =0 (7.17)

Por lo tanto, la ecuacién (7.10) se satisface para cualquier valor de w,, wy y wz, ya que los tres coeficientes son
nulos (para un valor particular de A). Usando este hecho, podemos ahora determinar la funcién f:

1 d
f<wz)mf(wz)+/\wz =0
= o) = AWy, dwg
W) [y o
> [Tt = e
= Inflw,) = —iwi—i—lnal

2

donde In a; es la constante de integracién. Luego, aplicando la funcién exponencial y recordando que A = m(3,

Flw,) = oy exp (ﬂ;mwi> (7.18)

Haciendo el mismo razonamiento para los otros dos coeficientes, obtenemos
1 2
f(wy) = azexp —6§mwy (7.19)
1 2
fws) = agexp | —fymuw; (7.20)

Reemplazando estas ultimas tres ecuaciones en (7.7), obtenemos

dSNwwwywz = Na1a2a3e(‘5%mw3)e(‘ﬂ%’”wi)e(‘ﬁé”mf) dwgdw,dw, (7.21)
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Con esto, y definiendo ajasas = A3, la densidad p de (7.8) queda determinada por

& Nu, . 3 1 2 2 2
P= Gundwydw, — AP | —gfmlws w4z
T Yy z
y reemplazando (7.11),
3 1 2
p=Na’exp <—26mw ) (7.22)
Pero como vimos en (6.6),
BN = dN dQ _ 4N sin @ de do
I 4
y, ademas,
dw, dwy dw, =dV = w? sin 0 dw df d¢
Luego
d>N, - 1
_ WaWyWz NAd _ = 2
P dwzdwydw, P < 2ﬂmw )

de sin 94g¢> dé
w2 sin 6 dw db do

N A3 exp (— ;5mw2>

dN,,
dw

4rw? N A3e—38mw’

Como el lector recordard, en (6.10) vimos que %% tiene un sentido probabilistico, ya que su integral sobre

todo el espacio es uno, y representa la probabilidad de que una molécula tenga velocidad w. Luego

1 [ dN,
— dw = 1
N/O dw

=

47N A3 / w2e~ 38mw’ gy
0

N

Definiendo o = %ﬂm,

1 _ /OO 2 —aw? d

1 o [ 2
- - _ = —ow® g
A A3 da /0 ¢ v

Procedamos a resolver la integral:
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/Ooe_aw2 dw = L/Ooe_u2du
0 @ Jo
1 o 2
= — (/ e“zdu)
« 0
1 o 2 o 2
= — e % du e % du
« 0 0
_ 1 o 2 o )
= — e T dx e Y dy
« 0 0
B 1 o) e’} I
= — e T e~Y dxdy
& 0 0
1 oo oo ) )
= — / / e~ (@*+y?) dxdy
« 0 0
_ ¢ [ eany
a2 — 00 — 00
1 1 27\' o
= \// / e~ (r dr)df
a2 0 0
11 27 [e%}
= \// / e~ Zdr2df
a2 0 0
11 1 27 o0
= —= 7/ e~ dr2df
11 /1 &
= —= 727r/ e~ du
Ol2 2 0
I L B b
VeV e
_ 1 r
- 2V a
Luego
1 0 [ _.u2
4rA3 _87a/0 dw
Lt _ o (1 x
47A3 da \2V a
L - 1.0
arAs 2V 9"
= 1 = 1 a_%
ArAs — 4v"
4
= 477143 = Fa%
a3
= A = (—)
T
3
1 3
o = (2P
T
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Con esto, la probabilidad de que una molécula tenga velocidad w queda expresada como
1 3
dN,, 5
— —Adquw® N (25m> ez fmuw’ (7.23)
dw T

Para determinar 3, tomemos la ecuacién (6.15) y reemplacemos en ella la tltima ecuacién:

Pero por (6.16)

1/°° L,dN,
— w®—— dw
N Jo dw

3
0o 1 2
i/ w4mw? N <2ﬁm> e 2Pme”
N Jqo s

3
1 2 00 )
= A4r <2ﬁm> / wh Ne=38m” gy
T 0

3
= mﬂ
3 1
3
1 3 —
_ _1
= B=17

Finalmente, la probablidad de que una molécula tenga velocidad w estd completamente determinada y su ex-

presion es

dN,,
dw

AN [ m \? _1pu
- e 2MEpT
NG

Esta es la llamada Distribucién de Mazwell-Boltzmann

(7.24)
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7.2. Problemas

—

V PROBLEMA 1

<

Muestre que el nimero de moléculas N que golpean
una unidad de area de una pared de un recipiente que
contiene gas ideal a temperatura 7" en una unidad de

tiempo, es

N <w>

Nr=—

8kpT
con < w>={/ B (7.25)
™m

El nimero de moléculas golpeando el drea dA en un

intervalo de tiempo d7 es, como vimos en (6.8),

av

dSNw9¢ 7

con dV = dA wdrcosf. Integrando por sobre todo el
espacio, obtenemos que la cantidad de moléculas que

golpean un area dA de la pared en un tiempo d7 es

JIf @ ()

/// (desinﬂ iﬂc%d)) <w(§s€>

/// (de ) <s1n04i0d¢) <wcos€)
_ /0 dw w dw /02 sm@cos@ a0 /27r

1 1
= N<w>m27r/osin9d(sin9)

N<w> [!
:iw/udu
0

Nr =

2V
N <w>
4V

Calculemos < w > usando la Distribucién de Maxwell-
Boltzmann:

<w> = i/(><J
=~/
3
1 AN [ m \? [® 5 _1mw?
_ L 4N 2
Nﬁ<2k3T> /0 w’e 2*8Tdw (7.26)

El problema se reduce a calcular la integral. Definiendo

:lL
Q= gpo7 se tiene

[N

oo
/ we”
0

2 o0
kT dw = w’e dw
0

242 T?

il

3 ~
7N
=
SE
~
——
c\
8
S
w
m‘
[N
WHE
QU
g

N
_ 4 mz  2kET?
ﬁ 23 k% T2 m2
1 1
_ 4k
B ﬁ 23 m3
4 (kpT\?
T\ 2m
8kpT

Finalmente, la cantidad de moléculas que chocan por
unidad de area y por unidad de tiempo es

T
Ny = 8kB

4v (7.27)

Para tener una idea, digamos que el gas estd a una tem-
peratura de T' = 300°K, a una presién P = 1 [atm)],
y que su masa sea m = 10726 [Kg]. Por la ecuacién
fundamental de los gases,
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PV
PV =NkgT = N=——
P kpT
Entonces la cantidad de moléculas que golpean el reci-
piente el area dA en un tiempo d7 es

N <w >
Nr = 4V
1 PV [8kgT
T WksTV mm
P/ 8
- Z ]i}BT’/Tm
57 [ MOLECULAS
= 628 % 10°7 | 25— ]
_ 10498.18 MOLES DE MOLE’CULAS]
’ m2-s

Esto significa que a una plancha de un metro cuadrado
la golpean 10428,18 moles de moléculas en cada segun-
do. Si se considera un circulo de 1[mm] de didmetro en
la pared del recipiente, a esta area la estaran golpeando
0,033 moles de moléculas en cada segundo, o, en otras
palabras, 2 x 1022 moléculas en cada segundo.

—

v PROBLEMA 2:

<

Un recipiente de volumen V contiene un gas que se
mantiene a temperatura constante. El gas se escapa
por un agujero de area A. La presién externa es tan
pequena que ninguna molécula vuelve a entrar al re-
cipiente. Muestre que la presién en cualquier instante
t estd dada por P = Poe’k't, donde P, es la presién
en t = 0. Calcule, ademés, k¥’ en términos de V, A y
<w >.

Sabemos que el nimero de moléculas que golpean la

. ) . . N<w>
unidad de area en una unidad de tiempo es

Ahora bien, N va cambiando con el tiempo, es decir, N
es funcién del tiempo. Escribimos N = N (t). El cambio
en el nimero de moléculas que golpean la pared por

. . ) dN(t)
unidad de tiempo estd dado por ==,

por lo tanto

dN(t) NA<w>

= 2
dt 4V (7.28)
Luego
dN A<w>
N - ay @
A
> W = 25070y

°

4V

y eligiendo ¢, = 0,

A<w>
my = =774
I g

= N = Ny "t

N
y como P = VkBT7 tenemos

N,
P, = —kgT
v B
N P N
P, N,
N
= P =P —
N,
= P = Poe_Az$>t
A<w>
1 1K ="— =
por lo cua G
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_)
V PROBLEMA 3:

<

Un bulbo esférico de vidrio de 10 [em] de radio, se
mantiene a 300°K, excepto por un apéndice de &drea
transversal 1 [em]? inmersa en liquido N, como se
muestra en la Figura 7.2. En su interior hay vapor de
agua a 0,1 [mm de Hg| de presién. Suponiendo que ca-
da molécula de H>O que entra en el apéndice se queda
ahi, encuentre el tiempo que se requiere para que la
presién del bulbo baje a 1076 [mm de Hg].

LR

Figura 7.2: Bulbo esférico

Sabemos que

_A<w>y
av

P= Py

Por lo tanto, para t = t¢, P = Py = 107% [mm de Hyg].
Despejando el tiempo, tenemos

ty = AV In il
= TA<w> P,
4V 10-6
= — -In

()

4-3m(10 x 1072)3In5

— o\ 81,38 % 1023300
(10-2) \ 3,14 14x10-27

~ 2,2 8]

—

V PROBLEMA 4:

\%

Un cilindro cerrado de volumen 2V se divide en dos
compartimentos iguales (V; = V = V4) mediante un
delgado tabique. El lado izquierdo contiene, inicialmen-
te, gas ideal a presiéon P,; mientras que el lado derecho
esté evacuado. En el instante inicial se practica un pe-
queno orificio de drea A en el tabique. Suponiendo que
la temperatura permanece constante y es la misma en
ambos lados, encuentre las presiones en cada lado para
todo instante de tiempo.

o
o
°
T
0o
°o
]
°
o
o

) VACIO

o
. o
ERPS =} o
) o ) o o, e
V2 ° v, V2 Vi Va

Figura 7.3: Flujo de materia

Sean Nip(t) y Na(t) las funciones que representan el
numero de moléculas en los lados izquierdo y derecho,
respectivamente, en funcién del tiempo. En el instante
inicial N1(0) = N y N3(0) = 0. En el orificio inciden
moléculas de ambos lados, siendo

Ni(t) <w> No(t) < w >
4V v

el nimero de moléculas que impactan en el drea A por

(7.29)

unidad de tiempo. En el lado izquierdo el cambio en la
cantidad de moléculas sera

le(t) Nl(t)A<’LU> Nl(t)A<w>
= — 7.30
i W Ty (7.30)
donde el primer término representa a las moléculas que
salen de este compartimento, y el segundo, a las que

entran.

Para el segundo compartimento, el de la derecha, el
cambio en la cantidad de moléculas estara dado por

dNs(t) _ MBA<w> N (HA<w> (7.31)

dt 4V 4V
donde el primer término representa a las moléculas que

entran a este compartimento, y el segundo, a las que
salen.

Sumando (7.31) a (7.30) se tiene

dN(t) | dNa(t) _ o d(NL() + Na(1))
dt + a0 dt

lo cual es consistente con que

d(Ny(t) + Na(t))

=0
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pero no nos da informacién para poder resolver el pro- Por lo tanto
blema. N
Ni(t) =2 (1 te A?V) (7.32)
Si restamos las ecuaciones, obtenemos 2
N _A<w>t
Ny(t) = = (1~ ) .
dNi) _ dNat) ) ) AS R 2(t) = 5 ¢ (7.33)
dt dt R ? 2V
A . .
N % (N1(t) = Na(t)) = (N1(t) — Na(t)) <2‘7/U > De la ecuacién del gas ideal tenemos
d(Nl(t> — Ng(t)) A<w> Nl(t)kBT Ng(t)kBT
N6 = Mo (D) oV A % Po(t) v
) Ny (t) — Na(t) A<w >, Reemplazando (7.32) y (7.33) en las ecuaciones de la
T NG - Na(8), 2V presién, tenemos
—Acw> P w>t
= MN(t)=Nz(t) = (Ni—DNa)oe ! P(t) = = (1 4t ) (7.34)
P, w>t
Py(t) = -2 (1 te 5 ) (7.35)
Peroent =0, Ny =0, luego (N1 — N3), = N1(0) = 2
N. Ademds, para todo t, No(t) = N — Ny(t). Luego
NkgT kgT
dondePoziB w >= 8kp .
2N, (t) = N (1 + e—“?&”) 4 Tm
_)
V PROBLEMA 5: V
Una ampolleta de 10 [em] de radio se avacia continua- 2.
mente a alto vacio. En ella hay un pequeno recipiente AN < w >
cerrado en el cual se ha practicado un agujero circular Ve = v
de radio 0,2 [mm] de didmetro, situado en el centro de AP < w >
la ampolleta. El recipiente contiene mercurio a 100°C. = T ke T
Su presién de vapor es de 0,28 [mm de Hg]. B 0.28
m-1078[m]? - 22 [atm] - 198,7 2]

1. Calcule < w > en el recipiente de Hg.

2. Calcule la velocidad de efusién del mercurio a
través del agujero en miligramos/hora.

3. Calcule el tiempo que se requiere para que se de-
posite un microgramo de mercurio en un centime-
tro cuadrado de la superficie interior de la am-
polleta en una direcciéon que forma 45 ° con la
normal del agujero.

Resolvamos el problema:

8kpT

mwm
81,38 x 1072 [;%] - 3T3 °K
- 3,14 - 3,32 x 10~25[K g]

18,7 {?}

4-1,38 x 1023 [ %
_ 3| B
- 13,28><10[h}

] - 373 °K

3. Tenemos que

sin @ df d¢o . dA wdT cosf
47 |4

Numero de moléculas golpeando el

ANy

area dA en un tiempo dr en la direc-
cién del dngulo sélido d2 = sin 6 df d¢

con velocidad cercana a @ = (w, 6, ¢)
Por unidad de angulo sélido de area y de tiempo,

w cos O

dNy——r
47V
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Considerando todas las velocidades, Luego, las que salen del agujero en la direccién 6
y pegan en el drea de 1 [cm]? colocada en 6 = 45 ©
y a una distancia de 10 [em] son

N
/de_wCOSH_ < w > cos b

47V 47V
AN < w > cosf AN < w > cosf
_ . dQ = — dQ
4V 4V T
considerando por unidad de tiempo, de area y de = 13,28 x 103 [@} . cos 9 .1072
angulo soélido. h m
_ 30 ]
El 4ngulo sélido que subtiende 1 [em]? a una dis- = 3600 LA
tancia de 0 [em] es
dQ — 1 — 102 dQ — % Luego, el tiempo total es
102 r2
3600
t=—— =120[s] (7.36)
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Capitulo 8

Transformaciones de Legendre y
Formulaciones Alternativas

8.1. El Principio de Minima Energia

En este punto, es necesario usar formulaciones alternativas para simplificar los problemas. Se hace necesaria una
teoria general de transformaciones entre las representaciones equivalentes. Dos representaciones equivalentes son,
por ejemplo, la representacién entrépica y la energética. Ya hemos visto el principio de méxima entropia para
una energia total dada; pero existe un principio de minima energia para una entropia dada:

Principio de Maxima Entropia : En el equilibrio, el valor de cualquier parametro interno
sin restriccion es tal que maximiza la entropia total para
el valor dado de la energia interna total.

Principio de Minima Energia : En el equilibrio, el valor de cualquier pardmetro interno

sin restriccién es tal que minimiza la energia para el
valor dado de la entropia total.

Esta formulacién es equivalente al problema de maximizar el area de una figura, dado su perimetro; y cambiarlo
por minimizar su perimetro, dada su area.

—> S=cte

Figura 8.1: Proceso termodinamico a U = cte.

En la Figura 8.1, tenemos
= Ay B tienen la misma entropia. B tiene menor energia que A.

= Ay C tienen la misma energia. C tiene mayor entropia que B.
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Segun el principio de maxima entropia, teniamos

oS 0%8
(ax)u—o ’ (axz)U <0

oU
Definicién: P = (&X)S

Esto nos dice que P = P(U, X, S). Sabemos que

(%), (), (), =
1 (52),

oU - oS

"= (ax>s B _<as>X <8X>U = <3S>X = <6X)U -

au )\ asS ou

Luego

es decir, U tiene un extremo. Clasifiquémoslo:

En P = 0 tenemos

(5%), - (%)
ax2 ) ox ),

; m*(“k (% (&),

0X 95\ 2
(),

aS
Luego, en <8X> . = 0 tenemos

02U 928
(8X2)s“T(aX2>U>O

y, entonces, U es un minimo.
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Ejercicio:

Demostrar el converso.

Tlustracion:

1
Sk S S max

Figura 8.2: Sistema equilibrandose.

Independiente de cudl sea el proceso, el estado de equilibrio final satisface ambas condiciones: Méxima entropia
total y Minima energia total.

Considere los sistemas cerrados 1 y 2 de la Figura 8.3.

Figura 8.3: Pared diatérmica y fija.

U=UM(sM vy, ]\71(1)7 L)+ USSP Y @) N1(2)7 ...). Para un volumen constante, tenemos

dU = TM g5 4+ 7(2) g52)

Pero, en el equilibrio, dS = dS™) + dS®) =0, luego

dv = (TW —17@) ds® =
= 7O = 7@

8.2. Transformaciones de Legendre

Los Parametros Extensivos son las variables independientes.
Los Pardmetros Intensivos son los conceptos derivados.

Es més fécil medir un préametro intensivo (T, P, u,...) que uno extensivo (U, V, N,...). Para hacerlo, notamos
que es posible invertir la situacién y tomar los parametros intensivos como las variables independientes. Consi-
deremos la ecuacién fundamental U = U(S,V, N), donde S, V' y N son los pardmetros extensivos.
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ou
T (%),
Conceptos P - _ <8U>
derivados oV )sn
B ou
: (8N>S,V

Queremos a T, Py u como nuestras variables independientes. La técnica matemética de las Transformaciones
de Legendre permite hacerlo:

Tomemos, por simplicidad, el caso de una dimensién para ejemplificar: Y = Y (X), con X la variable indepen-
diente.

Figura 8.4: Curva de una funciéon Y: R — R.

P2

Sea Y(X) = X2. Luego P = 2X. Por lo tanto Y (P) = R estamos listos, ya que tenemos a Y en funcién de
2

los pardmetros intensivos. Pero hay muchas curvas Y (X) que tienen pendiente e por lo que hemos perdido

dy
informacién, ya que —— =2X = Y(X)=X?%+cte

Figura 8.5: Curvas Y (X) = X2 + cte.

Ahora bien, una curva puede ser graficada de dos maneras:
a) Asociando una imagen Y (X) a cada X, como es usual.
b) Como la envolvente de una familia de tangentes (Pluecker, Figura 8.6)

Si Y(X) es una ecuacién fundamental, también lo serd 1(P), ya que estas relaciones son mateméticamente
equivalentes.

Ejercicio: Graficar las pendientes P en los puntos ¢ = —P? y luego graficar Y (X) = in.

. Cémo obtener 1(P) a partir de Y(X)? Debemos considerar el punto de interseccién con el eje Y:

_Y -9
T rx—=0

P

¢ = Y-PX (8.1)
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Figura 8.6: Envolventes de una curva.

Dada Y (X) tenemos:

= — P(X)
= X = X(P)
= Y(X(P) = Y(P)

Luego

Retomemos el ejemplo Y (X) = X2

P(X) = %:2X
= X(P) = g
= Y(P) = %2

Luego, la Transformada de Legendre de Y (X) = X2 es (P) = —PTZ

Ejercicios

1. Y(x) = sin(wz)

3. Y(z)=azx (ojo con la estabilidad)
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8.2.1. Transformacién de Legendre Inversa

v =Y -PX
= d) = dY —PdX—XdP
PdX — P dX — X dP

= —-XdP
dip
=X =——=
dP
Con esto recuperamos P en funcion de X, ya que, de la dltima

X=X(P) = P=PX).

Y =¢(P(X))+XP(X)=Y(X)

P2
Ejemplifiquemos usando el mismo problema anterior. Teniamos ¢ = 7
dip P
X ="~ 3
= P = 2X
1
= P(X) = —Z4X2 = —X?
= Y(X) = —-X?+X-2X
= Y(X) = X2

2

P
es decir, la transformacién inversa de ¢ = — Y(X)=X2:Y=Y(X) ¥=Y[P].

(8.2)

ecuacion,
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Potenciales Termodinamicos

9.1. Potencial de Helmholtz

Tomemos la ecuacién fundamental U(S,V, N1,..., N,.). Se define el Potencial de Helmholtz como

F=U-TS (9.1)

Hacemos de T nuestra variable independiente, en vez de S mediante la transformacién de Legendre. Como trans-
formacién de Legendre, F' = U|[T].

Transformacion de Legendre:

U(S,V,Ni,...,N,)

Luego F es funcion de T

Transformacién de Legendre Inversa:
F(T,V,Ny,...,N,).

OF
S——a—T = S=81T) = T=T(0)

U=FT)+T(S)S=U(S,V,Ny,...,N,)

9.2. Potencial Entalpia

Tomemos nuevamente la ecuacién fundamental U(S,V, Ny, ..., N,.). Se define la Entalpia como

H=U+PV (9.2)

La presién P reemplaza al volumen V', convirtiéndose en la variable independiente mediante la transformacién
de Legendre. Como transformacién de Legendre, H = U[P].

Transformaciéon de Legendre:

U(S,V,N,...,N,)

ou P = PV) = V=V(P)
P==5v ;‘{ U U(P)

H =U(P)+ PV(P) = H[P)

Luego H es funcién de P.
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Transformacién de Legendre Inversa:
H(S,P,Ny,...,N,)

0H
V_a—P = V=V(P) = P=P{V)

U=HV)-PV)V=U(S,V,Ny,...,N,)

9.3. Potencial de Gibbs
Tomemos nuevamente la ecuacién fundamental U(S,V, Ny, ..., N,). Se define el Potencial de Gibbs como

G=U-TS+PV (9.3)

Reemplazamos S 'y V por Ty V simultaneamente, convirtiéndose estas tultimas en las variable independientes
mediante la transformacién de Legendre. Como transformacién de Legendre, G = U|[T, P].

Transformaciéon de Legendre:
U(S,V,Ny,...,N;)
p_ U ;5{ P o= PV s V-VE)

Luego G es funcion de Py T.

Transformacion de Legendre Inversa:

G(Tvvala"'aN’r)

oG

V=55 = V=V(P) = P=P()
0G

S———aT = S=81T) = T=T(0)

U=G+T(S)S—P(V)V=U(S,V,Ny,...,N,)

Ejercicio: Hacer este mismo procedimiento para el Potencial Gran Candnico:

UIT, ) =U — TS — uN (9.4)

9.4. Funciones Generalizadas de Massieu

Fueron inventadas por Massieu en el afio 1869. Actualmente son predadoras de las introducidas por Gibbs en
1875.

Segin Gibbs, tenemos

UT] = U-TS = Energia libre de Helmholtz
U(S,V,Ny,...,N,) UP] = U+ PV = Entalpia
UT,P] = H-TS = Energia libre de Gibbs

La propuesta de Massieu es
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1 1 F
P P
S(U,V,Ny,...,N,) S{T} = S_TV
1 P 1 P G
S[T’T} S=rV-7 =7
Estas transformaciones son de Legendre. Comprobemos para el caso S [%] =5- %V:
Tenemos la ecuacién fundamental S(U,V, Ny,..., N,).

Transformacion de Legendre:

|
Q

5]
—N
v

Luego S es funcién de %.

Transformacién de Legendre Inversa:

M(S, £, Ny,...,N,)

T
{Vzaa(]\g) = V_V<§) = gzg(v)
S=58 [;(V)} + g(V) -V =8(U,V,Ny,...,N;)

9.5. Relaciones de Maxwell

U Energia Interna

H = U+ PV Entalpia

F = U-TS Energia Libre de Helmholtz
G = U+PV-TS=H-TS Energia Libre de Gibbs

Para un sistema monocomponente, tenemos
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dau

dH
dH
dH

Pl

dF
dF
dF

R

dG
dG
e

L

U(S,V,N)

oU oU
(as)m a5 (av)w d”(

T dS— P dV + u dN

U+ PV
dU +P dV +V dP

TdS—PdV+pudN+PdV +V dP

T dS+V dP + p dN

Uu-Ts
dU —-TdS -85 dT

TdS—PdV+pudN—-TdS+S5dTl

S dT — P dV + pu dN

H-TS
dH —T dS—SdT

TdS+V dP+pdN—-TdS—-SdT

V dP — S dT + i dN

Luego U = U(S,V,N), H = H(S,P,N), F = F(V,T,N), G = G(P,T, N).

Puesto que dU, dH, dF, y dG son diferenciales exactos, se tiene

dU :
5£
ov SN
or
ON SV
(ov)
ON ) sy
dH :

Tabla 9.1:

dF :
_ (9P
oS VN
iu
oS V.N
(i)
oV )sn
dG :

Relaciones entre las razones de cambio.

ou
ON

) dN
S,V
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9.6. Problemas

—

V PROBLEMA 1:

<

Calcular C, (T, P) sabiendo que Finalmente
H=AS?N"'In (P> .
k - 1)
o N\aT),
_r 1
Sabemos que N <8T)
C _T @ 08 /v
" N\aT/, _ T 1
Luego N2 P 245 2
NEE TN S
vV = 67H T
opP = =
o as 24 (In £ +2)
o N P
AS?
rv = 2
= \%4 i
U = H-PV
AS? P
_Afl<a>—PV
_ AS? (P _AS?
- N "\B N
AS? P
- 5 (7))
AS? AS?
N NVP,
ou
T = (%
- <6S>N
_ 245 As®
- N \"Nvp,
n ASQ_NVP(,. 2AS
N AS? 'NVP,
248 . AS?
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Capitulo 10

El Principio Extremal en las
Representaciones Transformadas de
Legendre

10.1. Principio de Minima Energia

Consideremos un sistema compuesto de dos componentes, sin pérdida de generalidad, en contacto térmico con
una fuente de calor a temperatura 7).

En el equilibrio, la energia interna total es minima, es decir:

dU+U™) =0 (10.1)

Por otro lado,

PU+UM) = U +d*u™)
o (U
= d? — | == ) dXdX;
d U+;(9Xj (an>d dX;
= d*U > 0 (10.2)

Ademss la entropia es constante. Luego
d(S+8M)y=0 (10.3)

Otras condiciones de clausura dependen del proceso en el sistema compuesto:

i) Paredes méviles e impermeables:
1) _ (2) _ 1 2)\ _ .
AN} =dN;Y =d(v + V@) =0 VvV (10.4)
ii) Paredes rigidas y permeables al componente k:
1 2 2 )
AN+ NP)=dNY =dN® =av D =aqv®P =0 v j#£k (10.5)

Estas condiciones son suficientes para determinar el estado de equilibrio. Ahora bien, en contacto térmico hay
intercambio de calor dQ) = T dS entre los subsistemas, y entre ellos y la fuente. Pueden también haber términos
que involucren intercambio de trabajo. Tenemos, pues, por conservacién de la energia:

dUu+Umy = 170 qs® 7@ 8@ 4 7 ggr)
PdvW — pqv®
+ o an 4 P an?
=0
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Por independencia de la entropia, el volumen y el niimero de moléculas, tenemos:

T ds® + 73 gs@ 4 7 g5 =

y por (10.3),

7MW dSM 4 73 452 — 71 g(sM 4 532y =0
= (T — 7)) dSM (TR — 7)) 453 =0
= 7O = 7)) — T(2)

Las otras condiciones de clausura dan condiciones dependiendo de su naturaleza.

Tenemos

dU+UY=dU +TM dS™M =0 «—= dU-T™" dS=0

Si T(") es constante, tenemos

d(U+TM8) =0
y
U =d*>(U~-T"S8) =0

es decir, la cantidad U — T(")S es minima en el estado de equilibrio.

Si aceptamos que en el equilibrio los sistemas tienen 7' = T(")| debemos buscar entre ellos los estados que tengan
esta temperatura, es decir,
dF =d(U-T8)=0

con la condicién T = T,

10.2. Principio Minimal Para la
Energia Libre de Helmholtz

El valor en el equilibrio de cualquier pardmetro interno no restringido en un sistema en contacto diatérmico con
una fuente de calor, minimiza el potencial de Helmholtz entre los estados para los cuales T = 7).
Nota: Nétese que se minimiza de todas maneras la energia total U + U("). En efecto,

d(U—T8) = dU—d(TS)
= dU-T" ds
= dU+du™
= dU+UM)
0

Tustracién: T = T(") constante.

U =U(S,V,N).

oU
- = — 7(r)
T (85>V,N m

Si tomamos F = U — TS = F(T,V,N) = F(T),V, N) y minimizamos, las cosas se simplifican.
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Ejemplo:

Analicemos el caso del tipico pistén mévil y diatérmico moviéndose en un cilindro con gas. Luego

dF = dU—-TdS— S dT
= TdS—PdV —TdS—SdT + pu dN
= —PdV—SdTl +pdN

Pero para T'y N constantes, tenemos

dF =—-P dV (10.6)
Luego
dF = —pW gqv@® _ p@ gy @
- 7P(1)(T(T),V(1),N(1)) av — p2) (T(r),V(z),N(Q)) dv @

=0

= P(l)(T(T)7 V(l),N(l)) — p(2)(T(r)’ V(2)’ N(2))
con V=V £ V@ constante.

Considere el siguiente sistemas:

B <— Pared Diatérmica

~ RWS
Figura 10.1: Sistema termodindmico unido a una fuente reversible de trabajo (RWS).

Tenemos

AWews = —dU —dU™
= —dU - T as™
= —dU+T" ds
= —dU-T™MS)
= —dF

El trabajo entregado por un sistema en contacto térmico con una fuente a temperatura T") en un proceso
reversible, es igual al decrecimiento de F', la energia potencial de Helmholtz.

En el caso del gas ideal, tendremos, reemplazando de (2.2) en (2.1),

(&) ()

N
S(U,V.N) = 5So+NRn

3 5
N T\* (V -3
= S(T,KN) = FOSO‘FNRIH (T‘O) (‘/o) ~
3 N T\? (V\[(N\?
= iNRT—TESO"_NRTln (1:)> (‘/O) <]VO) ]
F, T\? (VN [N\ ?
= N\ NoRT, (T) (V) (N) H
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El decrecimiento de esta energia sera el trabajo entregado por el sistema.

10.3. Principio de Entalpia Minima

Tomemos una fuente de presién (reservoir) conectado a un sistema compuesto de energfa interna U, cuyas pa-
redes son adiabaticas y moviles. En este sistema, tendremos

dU + du™)

— JdU — P™ gy
dU + P qv
d(U + PV)

0

AU +U™)

Aceptando que P = P(")| se tiene
dlU+PV)=0

Ademaés
PU+PIV)=d*U >0

es decir, en el equilibrio, el valor de cualquier parametro no restringido de un sistema en contacto con una fuente
de presién, minimiza la entalpia sobre todos los estados, a presién constante P().

Para la entalpia tenemos

H = U+PV

dH = dU+PdV+V dP
= TdS—PdV + 1 dNy + pio ANy + -+ + pi. AN, + P dV +V dP
= T dS+V dP+ py dNy + pa dNy + -+ + i, AN,

Para un sistema en contacto con una fuente de presién y encerrado en paredes impermeables se tiene
dH =T dS = dQ (proceso isobérico)

es decir, el calor agregado a este sistema es el aumento en su entalpia, siempre que se mantengan constantes
todos los parametros, a excepcién de S'y V.

Recordemos que

dU = TdS—PdV+)Y p dN;
= dQ
para N y V constantes (proceso isocérico):

f f
QHf:/ dQ:/ dH = H; — H,

A A

10.4. El Proceso de Joule Thomson: “Throttling Process” o “Proceso de Estran-
gulamiento”

Tomemos un sistema monocomponente:

OH V =V
H:H(S,P,N):>V:apz>{H — H(V.PN)
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10.4 El Proceso de Joule Thomson
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Pistan
manteniendo
alta Presion

Piston

Membrana paja Presién
porosa

A S S

manteniendo

B

T

e A

Figura 10.2: Proceso de “estrangulamiento” de un gas.

En el proceso de estrangulamiento, la entalpia inicial H; es igual a la entalpia final Hy.

Consideremos un gas sometido a estrangulamiento.
= Energia interna molar inicial: u;.
» Energia interna final: uy.
= Trabajo hecho por el pistén izquierdo: P;v; > 0.
» Trabajo hecho por el pistén derecho: —P fivy < 0.
Por conservacién de la energia, uy = u; + P;v; — Prvg. Luego

Trabajo Neto

Uf—l-Pf?}f =u; + Pv;, = hf = h;

Durante el proceso no se sabe nada de la entalpia: los estados no son de equilibrio termodindamico.

700 I T I .
600 \ I
\ |
500 Inversion Curve 4
(locus of maxima
- of isenthalps) -
T ~.
400 \
& ~
E"‘ '-...-'-'-__
300
e Coexistence curve
200 I ///‘
T
100

0.3
Fressure (MPa) —=

Figura 10.3: Isentalpias (sélido), temperaturas de inversién (oscuro), y curva de coexistencia para el nitrégeno;

semi-cuantitativa.
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Considere, en un proceso de estrangulamiento, que las diferencias de presién son muy pequenas:
OH oS
— = T|—= v
(5r), = 7(),*
OH
OHN  _ p (95
T ), or )

dI = or dP
OP )y n

(), (7).

(57),

" (50),
r(5),

ov
7 (5r), "

Ne,

dH =T dS+V dP =

= “(Ta-1)dP

Cp
donde dP > 0. Luego sgn dT = sgn (Ta —1). Pero para el gas ideal, a = %, por lo que concuimos que no
hay cambio en T, es decir,
aﬂnversic’)n =1
Ejemplo: Gas de Van Der Waals

Este gas esta caracterizado por la ecuacién

P= - — 10.
v—>b 02 (10.7)
Luego
R RT 2a
P=——dT — —
d —bd +( w—_0)7? v3) dv

A presién constante, tenemos

S = S|
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Queremos T tal que Ta = 1.
Definimos
b a
= — = 10.
=Y = RTv (10.8)
Luego

=  Thwo

= 1
= 1
= €1
b
:> —
v
= TINV
TINV (H2)
TINV(NZ)

TINV (COQ)

1 —161 - 2(1 - 61)62
= 1—¢€1 4+ 2¢9 — 26162
= 2¢9 (€160 — 0)
2a
RTwv
_ 2a
bR
= 24K Twv(Ne) = 302K
= 850 K T (02) = 1020 K
= 2260 K
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Capitulo 11

E]l Cuadrado Termodinamico

G

S H F

Figura 11.1: El cuadrado termodinamico.

Max Born 1929

Empiece tomando una esquina. La derivada parcial de esta variable respecto a la siguiente, situada en el mismo
lado del cuadrado, sera igual a la derivada parcial obtenida haciendo el mismo proceso en el lado paralelo del
cuadrado, en la misma direccién, escribiendo un signo menos si el cuadrado es anti-simétrico respecto a las

flechas.
dU = TdS—-PdV
dFF = -S5dT'—P dV
dG -SdIr+V dP
dH = V dP+TdS

Dentro de lo que vimos en la Tabla 9.1, tenfamos las relaciones de Maxwell:

ovN o (ory o (as\ _(ov

Relaciones dS ) - oP)g OP ), N or ) p
de or\" _ ros\"  yar\" _  jop

Maxwell aor), — \ov ), wv)s 0S )

Considere d@Q = T dS . Por lo tanto
s

dV

av

08 oprP
Q=" (W)T av = (aT)V av

Lovy _1
v\or), T

si T' es constante

Luego

Considere o = % Luego
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11.1. Procedimiento Para la Reduccién de las Derivadas en Sistemas
Monocomponentes

Considere z = z(z,y). Luego = = x(y, z) e y = y(x, z). Por lo tanto

Ox ox
o= (5) v (5),
_ (% %
i = (5r) a+(5l) 4
dz = (52) dx—l—(az> dy
z), oy ),

Se cumple que

.- 5
<

oz y
ox
)
_ : (11.2)
(60).
) s

Hay sélo tres independientes. Por convencién se eligen a, K7 y C, o C),.

Recuerde que

Tva?
Kr

Cy =Cp —
La eleccién de o, K7 y C, corresponde a una transformacién implicita en la representacién de Gibbs. En efecto:

= u—Ts+ Pv
= dg = —sdl+vdP

_ (99 _ (9%
A <8T>p ’ “‘(8P>T
_1(d _1(TdQy _(0s
CP_N(8T>P - TCP_N( dT )P_<8T>

g
= TCp = — (W)
P

Q
|

Ademas,

Luego
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y, finalmente,

Ky o= 1 (O9v) __1(0 (09
T w\or), wl\orP\or),).

82
= vEr = <apg>
T

Conclusién: Si N es constante, todas las primeras derivadas, involucrando tanto pardmetros extensivos como
intensivos, pueden ser escritas en términos de las segundas derivadas del Potencial de Gibbs, de las cuales hemos
demostrado que ¢,, a, y K constituyen un conjunto completo independiente.

Receta Para Reducir Derivadas

1. Si la derivada contiene cualquier potencial, llévelos uno a uno al numerador y eliminelo usando el cuadrado
termodinamico.

2. Si la derivada contiene el potencial quimico, 1lévelo al numerador y eliminelo por medio de la relacién de
Gibbs-Duhem, dy = —s dT' + v dP.

3. Si la derivada contiene a la entropia, llévela al numerador y trate de eliminarla con una de las cuatro
relaciones de Maxwell. Si las relaciones de Maxwell no la eliminan, ponga un 97 debajo del S y use

0X [ 0X oY
oy J , A\ oW 7 ow J,
En este caso, el numerador podré ser expresado como uno de los calores especificos.

4. Lleve el volumen al numerador. La derivada restante serd expresable en términos de a 'y K.

5. La derivada dada originalmente ha sido expresada ahora en términos de las cantidades o, K, ¢, y ¢,. El
calor especifico a volumen constante puede ser eliminado por la ecuacién

o e Tva?
v T =P KT
11.2. Aplicaciones Simples
— —
V PROBLEMA : Compresién Adiabatica V
Considerar Queremos conocer los cambios en los pardmetros ter-
modindmicos del sistema. Si conocemos la ecuacion fun-
damental,
‘T,.P S = S{UV,N) = U = (SVN)
. . ° i aU
vacto T = (% = T = T(S,V,N)
95 )y n
ou
P = —|(=—= = P = P(S,V,N)
oV )sn
VACTIO Inicialmente T'=T; y P = P;. Luego
T, = T(S,Vi,N)

Figura 11.2: Compresién Adiabatica de un Gas. P, = P(S;,V;,N)
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por lo que podemos conocer S; y V; de estas dos ecua-
ciones. Ahora bien, en el proceso adiabético y quasi-
estatico, dS = 0, es decir, la entropia se mantiene cons-
tante. Entonces, considerando

T = T(S,V,N)
P f—

tenemos que
V=V(S,P,N)
= T=T(S,V(S,P,N),N)
= T=T(S,P,N)
Por lo tanto, si se conoce la ecuacién fundamental,

AT =T(S, P;,N) — T(S, P;, N)

Si no se conoce la ecuaciéon fundamental, pero se cono-
cen ¢y, o'y Kr, podemos escribir

dl' = or dP
OP )¢ N

Llevemos S al numerador:
o\ (oP\ (05 _ |
OP )4 \0S ), \0T ) p B
(9£ _ 1
OP ) ¢ o oP < @ >
T P

(11.4)

oV
),
- T [(dS
r(37),
_aV
ic,
_ TaVv
= c,

Toa

Cp

dl' = dP

(11.5)

Consideremos ahora, para un pequeno cambio de la pre-
sion,

ou
o= (5r),.,

Como aparece el potencial quimico, usamos la relacién
de Gibbs-Duhem:

dp —sdT' +v dP
o _ (TN L,
OP)sn OP ) gy

Ahora, llevamos la entropia al numerador:

(o7)
oP
dp = | v+sooe LN ap
(57)...
(5r)
oT
= v—S ‘lg PN ap
or PN
saVT
= — P
(-5") ¢

(11.6)

—

v PROBLEMA : Compresion Isotérmica

<

Nos podemos preguntar varias cosas:

i) Cantidad de calor que hay que extraer a tempe-
ratura constante si conocemos la ecuacion funda-
mental:

AQ =TAS = TS(T, P;,N) — TS(T, P;,N)

Como
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s = S(U,V,N)
R oU d@Q = -TVa dP (11.7)
B V) sn
ou ’
T = [(ZZ
(55)...
En cuanto al cambio en la energia interna, tene-
mos
U = U(S,V,N)
=< P = P(SV,N) oS
T = T(S,V, () dpP
( P )y x
N { S = S(P,V,N)
S = S(T,V,N) dU = TdS—PdV
S— S(T P N (8U) T(@S) P(@V)
= = , 17, P — = R — -
( ) 9P ) oy 9P ) oy 9P ) 1y
ii) Si no conocemos la ecuacién fundamental, B
= 7%= + PVKr
o' ) pn
dQ = T dS = —TVa+ PVKrp
OP ) 1y
S (‘W> ap
') pn dU = (~TVa + PVKy) dP
= —TVadP (11.8)

—

V PROBLEMA : Expansién Libre

<

Pared y piston
adiabaticos

VACIO

Figura 11.3: Gas expandiéndose libremente

Soltar el sistema implica un cambio en la entropia. No
hay trabajo. No hay intercambio de energia interna:

AU =AQ + AW =0

Si conocemos la ecuacién fundamental,

L
NN n
Il
A/’ﬁ\ —
\'CQA
=
2

AT =Ty —T; = T(U, Vs, N) — T(U,V;, N)

Para un proceso infinitesimal,

oT
7= (2
a <6V>U,N v

Debemos poner U en el numerador:

dU = TdS—PdV

De esta ecuacién obtenemos que

oU )
(aT)V,N =7 (w)w =

y, ademas,
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oU 0S
<av>T,N - T(av)T,N‘P
oP
- T(aT)V,N‘P
ov
(57),..
oV
(59)...

—

V PROBLEMA 7.4-8, H. CALLEN

<

Demuestre que

(a#), =7l (50,

De (3.1), tenemos

Luego




Capitulo 12

Estabilidad en los Sistemas
Termodinamicos

El principio bésico de la termodindmica implica que dS = 0 (la entropfa es un extremo) y que d2S < 0 (este
extremo es un mdximo). Esta tltima condicién determina la estabilidad de los estados de equilibrio predichos.
En la mecénica clasica el estado de equilibrio de un péndulo rigido esta en la posicién en la cual la energia potencial
es minima; pero hay ademés un estddo de “equilibrio inestable” en el punto opuesto, donde la energia potencial
es maxima. Luego, es logico preguntarnos en este punto ;bajo qué condiciones un sistema termodindmico es
estable?. Para contestar esta pregunta, considere dos subsistemas idénticos, cada uno con ecuacién fundamental
S = S(U,V,N), separados por una pared totalmente restrictiva (cerrados). Suponga que la dependencia de S
con respecto a U esta dada por la curva de la Figura 12.1.

S(U+ al)

HIS(U+ AU) + S(J — AD)]

S()
S(U=aU) |-

U—aU U  U+aU

Figura 12.1: Para una relacién fundamental de curva convexa, la entropia se aumenta a través de una transferencia
de energia entre los dos subsistemas. Tal sistema es inestable.

Si la pared que separa a los subsistemas se hace diatérmica, habrd un flujo de energia interna, el cual sera es-
pontaneo, en busca de un estado con mayor entropia. Mas atn, entre las porciones de cada subsistema habra una
transferencia de energia, desarrollandose inhomogeneidades internas. Esto se traducira en una transicién de fase.

La entropia total cambiard de su valor inicial 25(U,V, N) a S(U + AU,V,N) + S(U — AU, V, N).
S(U + AU,V,N) + S(U — AU, V,N) > 25(U, V, N)

Considere ahora que la dependecia de S con respecto a U estd dada por la curva de la Figura 12.2.
Aqui la entropia total cambiard de su valor inicial 2S(U, V, N) a S(U + AU,V,N)+ S(U — AU, V, N), el cual, en
este caso, es menor que el inicial. La condicién de estabilidad estd dada entonces por la concavidad de la curva
de entropia:

S(U+ AU, V,N)+ S(U - AU,V,N) <2S5(U,V,N)
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S(U+ AU)

S

JIS(U+ AU) + S(J— al))
S(U=al) |~

Figura 12.2: Relacién fundamental de curva concava. Este sistema es estable.

Sea AU — 0 :

oS 1 (028
A N = N - — A2
S(U+ AU,V,N) S(U,V, )+<8U> . U+2! <8U2> V’N( U)* +
S(U - AU,V,N) = S(U,V,N) - <a> AU+ = <a25> (AU)? +
T T oU ) |y x 20 \ou? )|,
Luego
%8 9
S(U + AU, V,N) + S(U — AU, V, N) = 28U, V.N) + ( 555 (AU)? +
V,N
928 )
= 0>SWU+AU,V,N)+S(U - AU,V,N)—-2S(U,V,N) = 307 (AU)

Por lo tanto

0%S
2 ) <
(arﬂ) =0

Al hacer célculos con mecénica estadistica (o a partir de datos experimentales), se podria obtener una ecuacién
fundamental que no satisface la condiciéon de concavidad.

Podemos construir una ecuacién fundamental estable.

Figura 12.3: Envolvente de las tangentes sobre la curva de la ecuacién fundamental, termodindmicamente estable.
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En la Figura 12.3, las curvas ABC y EFG procesos de estabilidad local, la curva CDE es un proceso de
inestabilidad local, y el punto H es el punto de separacién de fase. En CDE,

028
— ] >
(8U>—O

En el espacio tridimensional

S(U—FAU,V-FAV,N)+S(U—AU,V—AV,N) < QS(U,V,N)
= S+ SyAU + Sy AV + %SUU(AU)2 + %va(AV)Q

+ SyvAUAV + 5 — Sy AU — Sy AV
+ %SUU(AU)2 + %va(AV)z + SyvAUAV

= SUU(AU)2 + SV\/(AV)Q + 2S5y AUAV <0

<28

para AU y AV arbitrarios.

Sea AU = 0, entonces Syy <0
Sea AV = 0, entonces Syy < 0.

Con esto podemos escribir la tdltima implicancia en la forma:

(SUUAU + SU\/AV)2 + (SUUSVV — SIQJU)(AV)Z >0 (12.1)

y tenemos

SyvSyy — SEy >0 (12.2)

Consideremos la segunda derivada de la entropia:

(@25) _ (a (2) )
U2 )y U \U ) vn )\
- (w (7))
oU\T))yn

- L (x
T2 AU )y

1
120,

Por lo tanto

Esta 1ltima es una restriccién para la estabilidad.



120 CAPITULO 12 ESTABILIDAD EN LOS SISTEMAS TERMODINAMICOS

12.1. Condiciones de Estabilidad
para los Potenciales Termodinamicos

El minimo en la energia exige una convexidad en la curva:

U(S+AS,V +AV,N) + U(S — AS,V — AV, N) > 2U(S, V, N)

02U 0*U
— >0 ; - >0
08 Jyn WV Jsn

(8T) <8P>
= >0 e~ <0
a8 V.N ov SN

Ademds, de (12.1),

Uss(AS)? 4+ Uyv (AV)? + 2Usy ASAV > 0

Pasemos a caracterizar los Potenciales Termodindmicos.

» Considere F =U — TS = U[T], donde

oU oF
'= (BS)V,N 7 5= (8T>V,N
Luego,
(57),, = ()
)y n o )y N
Pero
ou
a
S )y n
Ty _ (oU
0S )y N IRNCEE V.N
a8 O*F 1
= —_— = — | — S —
T )yn o1 V,N 827[]
95% )y n
2 2
ou >0 (convexo) = or <0 (céncava).
95% )y n o)y N
Ademas

2°F
(gvz)T’N >0 (convexa)

» Considere H=U+PV=U|P], donde

Luego

v\  (o°H
0P ) sy \OP% ),

(12.3)

(12.4)
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Pero
ou
P - =
(8V>S,N
_ (or _ _(2v
vV )sn WV2) g n
_ (9 _ 1 _ (9*H
OP )¢ n B 0*U opP? VN
ov? S,N
02U 0*H
—_— > < 5 12.
<8V2>s71\r >0 (convexo) = (8P2>S,N 0 (concava) (12.5)
Ademas
82H>
— >0 (convexa) (12.6)
(852 P,N

» Considere G =U + PV —T'S = U|[T, P], donde

oG
5= (o), ¢ v (
Luego
(55),. — G, -
OP )1y op2 TN
0s (ray
T ) pn or?)pn
Luego

0*U
i >
ov?2 TN

o*U
z - >
952 Jpn

2
0 (convexo) = (8 G) < 0
T,N

2
0 (convexo) = (8 G) < 0
P,N

ac
9P )1 x

1

G
oV? TN

1

(G
852 PN

op?

a1?

En restimen, los potenciales termodindmicos U, F, H, G son funciones convexas de los pardametros extensivos, y

concavas de los pardmetros intensivos.

S

T

P

Figura 12.4: Uvs. S, Uvs. V, U vs. T y U vs. P. La energia es convexa de los parametros extensivos, y concava

de los pardmetros intensivos.
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Parte 1V

Cambios de Fase






Capitulo 13

Transiciones de Fase de Primer Orden

13.1. Ecuaciéon de la Presion de Vapor

Las moléculas interactian y ocupan volumen. Considere el proceso isotérmico siguiente:

Figura 13.1: Cambio de fase: liquido — gas.

En este proceso, hubo un intervalo en el cual el compuesto estuvo en fase liquida, digamos hasta un volumen V;
para después pasar a ser gaseoso, desde V5 en adelante. La situacién se ejemplifica en el siguiente grafico

A
| | : liquido
P
ISOTERMA

P interiase

Figura 13.2: Interfase en un proceso isotérmico. La presiéon y temperatura se mantienen constantes en ese proceso.

Usemos una de las siguientes notaciones:

v

= Volumen molar de la fase liquida: v; = M
n

V.

= Volumen molar de la fase gaseosa: vy =

Q

n
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o bien

Vi

e Volumen por atomo de la fase liquida: v; = Nl
; Yy
e Volumen por dtomo de de la fase gaseosa: vy = N

en donde n es el nimero de moles de atomos, y N es el nimero de atomos.

Liguido

Liguido + Gas

Figura 13.3: Punto critico en un cambio de fase.

Atomo | T./°K  Molécula | T./°K
He 5,2 o, 33,2
Ne 44,4 No 126
Ar | 1511 O 154,3
Kr 210 H,0 647,1
Xe | 2897 CO, 304,2

Tabla 13.1:

Equilibrio de Fases = Dos fases estdn en equilibrio cuando se encuentran en equilibrio térmico, difusivo y

mecanico; es decir, cuando sus temperaturas son iguales, sus potenciales quimicos son iguales y cuando sus
presiones son iguales.

Caso liquido-vapor: T} = Ty; = pg; P =Fy

Nota:Recordemos que este estado global de equilibrio corresponde a un estado de méxima entropia S(U, V, N).

13.2. Curva de Coexistencia de Fases

Si agregamos o quitamos calor a una de las fases del sistema, cambiaran la temperatura, el potencial quimico y la
presién. En un cambio de fase isotérmico, la presién permanece constante (ver Figura 13.3), de modo que agregar
calor al sistema significa cambiar sélo el potencial quimico. Hemos demostrado que las moléculas difunden de
potenciales quimicos mayores a potenciales menores, hasta que se alcanza el equilibrio difusivo. Para la interfase
liquido-vapor, aumentar p; se traduce en hacer que moléculas en fase liquida pasen a la fase vapor:
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0S5
Ap = =T ()
ONL) v, i

Considerar el estado con p =p, y T = T,. En el equilibrio se tiene

g (Do, To) = pu(po, To) ; g (Do + dp, T, +dT) = pu(po + dp, T, + dT)

Expandiendo al primer orden,

9 0
Hy(po +dp, To +dT) - = ug(po,Toﬁ(Mg) dp+( g) dr
D ) r ar ),
9 0
p(po +dp,To +dT) = Ml(meo)"'( ﬁ;l> dp+(am> dT
T

O O _ (Om O
= (3p>po+(3T pdT = (3 po+ 9T pdT

dp - (g#>p_ (a -
- () )

drT

Ahora bien. U4+ PV =uN+TSyG=H —TS. Luego G = uN y

dG = dH-TdS-S5dT
= dU+PAV+V AP -TdS—-SdTl
= TdS—PdV+VdP-TdS—-S5dl

= VdP-S8dT
oG oG
- =), (@)
Deﬁniendov:%ysz%,tenemos
L(0GY (o) . LG\ _ (o
N\op/)rn  \Op)p ' N\OT ), ar),
dp 8g — 51
| = 13.1
- (dT) Vg — U (13.1)

sq — 51 es la diferencia de entropia de las fases por particula. Cada vez que una particula pasa del liquido
al gas, hay un aumento de entropia del sistema, igual a s, — s;. Lo mismo sucede para la diferencia de volu-
men molar: cada vez que una molécula pasa del liquido al gas, el volumen especifico del sistema aumenta en vy —v;

Observacidnes:

. % no se deduce de la ecuacién de estado.

¢ ¥ Ni cambian a medida que las particulas cambian a otra fase. Siempre se cample Ny + N; = N.
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Para sacar una molécula del liquido y ponerla en estado gaseoso, hay que darle energia. Esto baja la temperatura
del liquido, haciendo que el proceso no sea isotérmico. Para solucionar esto, debemos darle calor al sistema. En

un proceso quasi-estatico, este calor es

T(sg—s1) =4
llamado calor latente de vaporizacion.
Definiendo Av = vy — v;, obtenemos
dp ¢
dT  TAv

La ecuacién (13.3) es conocida como la Fcuacion de Clausius-Clapeyron.

Aproximaciones:

v
a) vg >>u = Avmvgzﬁg. Si p = 1[atm], Y9 — 103,

g U

b) En la fase gaseosa tenemos un gas ideal: pVy, = NykpT,. Luego

Av = ksT
p
dp._ Ip
T AT kT
= —Ilnp = £
ar P T T
1 l ‘,
= 1 = — | —ar = — ¢
np kB/T2 epT €
p = poe_’“ZBOT
P
T

Figura 13.4: Gréafico de la Presién en funcién de la Temperatura.

Transicién de Primer Orden

Ua
]
o
iy
@
12

1
: _
fase 1 - i v fagse 2
: faze 1 ./ d/:
T T i

(13.2)

(13.3)

Figura 13.5: De izquierda a derecha: Potencial de Gibbs Molar vs. Temperatura, Volumen Molar vs. Temperatura,

Entropia Molar vs. Temperatura.



RoODRIGO FERRER 13.3 Ecuacién de Van der Waals 129
13.3. Ecuacién de Van der Waals
Ecuacién empirica que funciona bien en las fases liquida, vapor y cerca del punto critico.
(r+ %) (v—b) = RT (13.4)
donde v = % y n es el numero de moles de moléculas.
})
v -
Figura 13.6: Isotermas de Van der Waals. T1 < T < T53. ..
En funcién del volumen total V', la ecuacién de Van der Waals toma la forma
nA 2
<p+a (V> )(V—nb) — nRT (13.5)
Definamos
~_ P ~ Vv ~ T
= = V=— T=— 13.6
= e Ve T. (13.6)
donde
= % .y =3w : RI =2 (13.7)
pC —_ 27b2 b c — b c — 27b .

Con estas definiciones, escribimos (13.5) como

P a /n\2 \% nb]
e |l—+— | = V. = nRT
P [pc pc(V>] [v V.

[p 272 ][V 1] nRT
= e 72’[’]/ _—— = =
lpe  V Ve 3] peVe
P 3 | [v 1 nR __,
= = - = 276°T
De (L)Q Ve 3 3anb
. VC -
L |, o8 vy _sr
Pe (L)Z Ve 3] T3 T
- VC -

)
/ﬁ)\
+
¥
N——
=)
|
W =
N———
|
w| oo

~)
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8T 3
V-1 V2 (13.8)
De esta tltima ecuacion tenemos
(%) _ T 6
ov)zp BV -12 V3
N (a%) 4837 18
2]z BV -1)3 V4
Extremos:
p 24T 6
(f) _g o AT _ 5 (13.9)
ov/)z BV -12 V3
Punto de inflexién (primera y segunda derivadas iguales a cero):
0°p 8T 1
ovz)p (3V2—-1)8 V4
Dividiendo (13.9) con (13.10), tenemos
33V-1)=6V = V=1
24T -~
— =6 = T=1
4
Reemplazando en la ecuacién de Van der Waals (13.8), obtenemos
8
p=5-3=1 (13.11)

My, Q1. M,. Q,

: Vs &
SMVI. SMy V. Mighy. M gh,

-G MM, kQQ,

I I

Figura 13.7: Gréfico pvs V

13.4. Transiciones de Fase en Sistemas Monocomponentes

Los criterios de estabilidad deben ser satisfechos por la ecuacién fundamental de todo sistema que permanezca
estable y homogéneo. Si estos criterios no se satisfacen, el sistema se separa en dos o m&s porciones. Esta
separacion se llama Transicion de Fase. Estas distinguibles fases sdlidas, designadas por “hielo I”, “hielo 117,
“hielo III”,..., difieren en la estructura de cristal y en escencialmente todas las propiedades termodinamicas
(como compresibilidad, capacidad calérica molar, y varios potenciales molares). En la Figura 13.8 se muestra el
“diagrama de fase” del agua.
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30

28} | | ' -

26
Cnibcal pont
24 - l T,=37414°C
| P_=2209 MPa
22 F

P(MPa)—
[
)
1

16}

14
Liguid

Pressure (10° Pascal)

12 |-
10 5

Gas

[\8
1

o

0 100 200 300
10—

Figura 13.8: Diagrama de fase del agua. La region de estabilidad de la fase gaseosa estd representada por una
angosta e indiscernible linea horizontal.

Cubos de hielo en la hielera (1[atm]).

Helio liquido a 2,18 K. He I, He IT (1[atm]).
- Transiciones polimoérficas en sélidos.

- Transiciones magnéticas.

Ecuaciéon de Van der Walls:

Representa bien a liquidos que exhiben transiciones liquido-gas, pero en regiones sobre y bajo el punto de ebu-
llicién. Sobre la temperatura critica, es una correccién al gas ideal. Para temperaturas menores, es razonable
para el estado liquido y para el estado gaseoso a bajas presiones; pero falla al mantener constante la presién del
vapor en la transicién liquido gas.

En la materia existen fuerzas moleculares y dipolos. Las moléculas ocupan un volumen y se atraen, por lo que
hay una disminucién de % x p.

La estabilidad intrinseca requiere
oP
= <0
( v ) v

Esta condicion se pierde en la region F' — K — M de la Figura 13.9. Por lo tanto, hay una transicién de fase.
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Figura 13.9: Isoterma particular de la ecuaciéon de Van der Waals.

Perspectiva interesante:

dpy=—sdl'+v dP Gibbs-Duhem

Para T' constante, tenemos

p= /U(P) dP + ¢(T)

Fijando p4 arbitrario,

B
B :,uA+/ v(P) dP
A

De este modo, obtenemos la Figura 13.10. Esta figura, que representa p versus P, puede ser considerada como
una seccion plana de la representacién tridimensional de p versus P y T, como se muestra en la Figura 13.11.
Aqui se muestran cuatro secciones diferentes de temperatura constate de la superficie p, que corresponden a
cuatro isotermas. También se aprecia que el “loop” cerrado de las curvas p versus P, las cuales resultan del hecho
de que v(P) es triple-evaluado en P (ver Figura 13.9), desaparecen para altas temperaturas, lo cual concuerda
con la Figura 13.6. Finalmente, notamos que la relaciéon p = u(7T, P) constituye una relacién fundamental para
un mol del material, cuando el potencial quimico p es la funcién de Gibbs por mol. Pareceria entonces, de la
Figura 13.11, que hemos logrado la construccion de la ecuacién fundamental a partir de una simple ecuacién de
estado dada, pero cabe destacar que aunque cada una de las curvas de la superficie u (en las distintos planos
de temperaturas constantes de la Figura 13.11) tienen una constante aditiva ¢(T"). Por lo tanto, no sabemos la
forma completa de la superficie (T, P), aunque podemos hacernos una imagen de sus escenciales propiedades
topoldgicas.
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Figura 13.10: Dependencia isotérmica del potencial molar de Gibbs de la presién.

Recorrer esta curva con una fuente de temperatura y presién, cambiando quasi-estdticamente la presién.

—

Figura 13.11: Dependencia isotérmica del potencial molar de Gibbs de la presion y la temperatura.

Retomemos la situacién de la Figura 13.4. Concentremonos en una isotermas:

v e

Figura 13.12: La isoterma fisica de Van der Waals. La isoterma “fundamental” es SOMKFDA, pero la cons-
truccién de igual drea la convierte en la isoterma fisica SOKDA
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Entre los puntos S y O de la Figura 13.12 podemos notar una alta pendiente. Este intervalo corresponde a la

fase liquida, donde
oPy _ 1
ov),  KrV

En la seccién comprendida entre D y A, se aprecia una baja pendiente. Esta fase corresponde al estado gaseoso.

o
Los puntos O y D se obtienen de la condicién up = uo, es decir / v(P) dP = 0.
D
Considere
o F K M 6]
/ UdP:/ UdP+/ vdP+/ vdP—i—/ vdP =0
D D F K M
Luego

F F K o
/vdP—/ vsz/ UdP—/ v dP
D K M M

Por lo tanto, Area I = Area IL
Hay un cambio discontinuo en el volumen molar en la vecindad de la presiéon Pp = Px = Pp.

Esto puede modificar las propiedades del sistema, dependiendo del volumen molar. El sistema puede encontrarse
en una u otra fase.

13.5. La Discontinuidad en el volumen

P
P, 0 D
T
U, Ur i <

Figura 13.13: Grafico P vs. v para una transicién de fase.

Sea xp la fraccién de un sistema en su fase menos condensada. Sea zo la fraccidén de un sistema en su fase mas
condensada. Luego xp + xp = 1. Llamemos vy al volumen molar promedio.

vr = ZpUp + ToVo

xpup + (1 — xp)vo

= wvo+zp(vp —vo)

Regla de la Palanca:
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1-vp = (zp+zo)vT
= ITpUp + ToVo

= xo(vavo) = Q’JD(’UvaT)

Por lo tanto, no hay una discontinuidad fisica en la transicién.

13.6. Discontinuidad en la Entropia

Sea S = S(U,V, N). Tenemos

oU
b= (as)m
= T = T(UV,N)
= U = U(T,V,N)
= S = S(T,V,N)

Luego
dS = 875 dT + 875 av + 875 dN
or V,N v T,N ON TV

Para T'y N constantes, tenemos

s = 95 av
oV )rn

= ds = <88> dU
ov ) .

Drop
= /o (aTl a

l}

T+ AT
As=sp~—s,= nl';' fAPd.t: = ;_\,]T +érea

v -

Figura 13.14: Discontinuidad en la entropia molar. El drea entre las isotermas adyacentes estd relacionada con
la discontinuidad en la entropia y, por lo tanto, con el calor latente.
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VD vD
Area = / P(T + AT, v) dv —/ P(T,v) dv

vo vo

- / Y P(T + AT v) — P(T,0)] dv

vo

_ /OD [p(T,v)+ (g};)v AT—P(T,U)} dv

QP
AT/,UO (W)v d’U

= ATAs

Luego, el cambio en la entropia estd dado por

1
As = EArea (13.12)

Como vimos en (13.2), este As estd asociado al flujo de calor entre el sistema y la fuente (reservoir):

Aqg=TAs=/{

Notacién: £po =T (sp — o)

fpo es el calor emitido por un mol de material, efectuando la transicién desde D hasta O.

Liquido +«— Sdlido
{: calor latente de fusién

Liquido +— Gas
£: calor latente de vaporizacién

Sélido +«—— Gas
{: calor latente de sublimacién

Tabla 13.2: Calor latente en los distintos cambios de fase.

Si la fase O es més condensada, tendremos {po = T(sp — so) > 0. El cambio, o discontinuidad, en la energia
estard dado por

dq = TAs
dw = —-PAv
Au = TAs— PAv
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Tabla de Vapores'
Volumen Especifico Energia Interna Entalpia Entropia
Temp Pres. Sat. Sat. Sat. Evap Sat. Sat. Evap Sat. Sat. Evap Sat.
°C kPa Liquido Vapor Liquido . Vapor Liquido . Vapor Liquido : Vapor
T P vf Vg us Ufg Ug hy hyg hg Sf Sfg Sg
0,01 0,6113 0,001 000 206,14 0,00 2375,3  2375,3 0,01 2501,3  2501,4 | 0,0000  9,1562  9,1562
5 0,8721
10 1,2276
15 T1,7051
20 2,339
25 3,169
30 1,246
35 5,628
10 7,384
15 9,593
50 12,349
55 15,758
60 19,940
65 25,03
70 31,19
75 38,58
30 17,39
35 57,83
90 70,14
95 84,55
100 0,101 35
105 0,120 82
110 0,143 27
115 0,169 06
120 0,198 53
125 0,2321
130 0,2701
135 0,3130
140 0,3613
145 0,4154
150 0,4758
155 0,5431
160 0,6178
165 0,7005
170 0,7917
175 0,8920
180 1,0021
185 1,1227
190 1,2544
195 1,3978
200 1,5538
205 1,7230
210 1,9062
215 2,104
220
225
230
235
240
245
250
255
260
265
270
275
280
285
290
295
300
305
310
315
320
330
340
350
360
370
374,14
Tabla de Vapores

Tabla 13.3: Propiedades de las Fases Liquida y Gaseosa en la Curva de Coexistencia del Agua.

I1De R. E. Sonntag y G. J. Van Wylen, “Introduction to Thermodynamics, Classical and Statistical”, Jhon Wiley & Sons, New
York, 1982 (adaptado por J. H. Keenan, F. G. Keyes, P. G. Hill, y J.G. Moore, Tablas de Vapor, John Wiley & Sons, New York,

1978).
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13.7. La Ecuacion de Clausis Clapeyron
Como vimos en (13.3), la ecuacién de Clausius Clapeyron estd dada por

dp ¢
dT ~ TAv

donde £ es el calor latente. Podemos apreciar esta variaciéon de la presién con respecto a la temperatura en el
siguiente grafico de isotermas:

(13.13)

Liquido

Liguido + Gas

Figura 13.15: Clasificacién de fases del plano P — v.

Analicemos lo que sucede con la presién de un gas cuando se aumenta su temperatura. La situacion se representa
en el grafico siguiente, y mds detallado en la Figura 13.8:

T
P
Punto
Critico
P renmmnansrmmses
& Liquido B :
B
A Gas
Ak |
Al : 3
Te T

Figura 13.16: Punto critico de un gas.

La pendiente de esta curva puede ser relacionada con el calor latente y la discontinuidad en el volumen:
Pg— P4 = Ppg — Py infinitesimal dP

Tg—Ty = Tg —Ta infinitesimal dT'

El equilibrio exige pta = par, up = pps. Luego

dp = pp — pa = pp — prar = dp’
Por Gibbs Duhem, tenemos du = —s dT' + v dP. Luego
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= —sdl+vdP = —s dTI'+v dP
= (v=0)dP = (s—s)dT
P Ses A
dr v —v  Av
y como ¢ = TAs,
dP ¢
— = 13.14
dar TAwv (13.14)
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Parte V

Apéndice






Apéndice A

Teoremas Matematicos

A.1. Continuidad en R"

En termodindmica son de particular interés las funciones del tipo

f(‘r’ y’ Z)

cuya imagen es un escalar. Estas funciones son llamadas funciones escalares y tienen la siguiente propiedad:

Teorema 1 Sea f: R? — R continua, con derivadas continuas. Entonces las derivadas cruzadas son iguales.

Las posibles segundas derivadas son

TR TR
ox? Oxdy 0x0z
2*f *f *f
Oy Oyox Oyoz
*f *f *f
072 0z0x 0z0y
Pero, al usar el teorema,
o*f  9*f o’f  0°f o*f  O*f
0xdy  Oydx’ Oxdz  020x’ Oydz 020y
por lo que las derivadas se reducen solamente a seis:
TR
Ox? 0z 0y
or 9
Oy? 010z
#r o
022 Oydz

Teorema 2 Sea y: R — R tal que y'(z) #0 V x. Entonces

dy 1

de ~ dz
dy
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Siy'(r) #0 V x, entonces existe la funcién inversa de y, llamada y—. Luego

yoy ) (x
= (yoy ) (x)
= Yy (x) -y’
= y=’
= y!

(¥ oy—)(x)

dy

Introduciendo la notacién y~ (x) = x(y) como la funcién inversa y 3'(z) = 32 como la derivada, tenemos que la

ultima ecuacion la escribimos como

dx

diyi

() -

El resultado se extiende a R™, obteniendo

A.2. Expansion de Taylor
A.3. Funciones Compuestas
A.4. Funciones Implicitas

d% (A.5)
dx
! (A.6)
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Constantes y Conversiéon de Unidades

Descripcién Simbolo Valor

Cte. de Boltzmann kg 1,3807 x 10~23 [oi
Cte. de Plank h 6,626 x 10~3%[J - &]
Cte. Univ. de los Gases Ideales R 8,3143 [m
Nimero de Avogadro Na=R/kp 6,022 x 10%

Tabla B.1: Constantes termodinamicas.

1 [erg] 1 [Joule] 1[cal] 1 [Bty] 1[It - atm] 1 [Watt - h] 1 [Hp - h]

1 [erg] 1 1 2,39 x 1078 | 9,48 x 1071 | 9,87 x 10710 | 278 x 10~ | 3,72 x 10714

1 [Joule] 107 1 0,2389 9,48 x 1074 0,009869 2,78 x 1074 | 3,724 x 10~7

1 [cal] 4,19 x 107 4,19 1 0,003968 0,04131 0,001163 1,559 x 10~¢

1 [Bty] 1,06 x 1010 1054,35 252 1 10,41 0,2930 3,929 x 1074

1[It -atm] | 1,01 x 10° 101,3 24,21 0,09607 1 0,02815 3,775 x 1075

1 [Watt - h] | 3,6 x 10*° 3600 860,42 3,4144 35,524 1 1,34 x 1073
1[Hp-h] | 2,68x10* | 2,68 x10° | 6,42 x 10° 2546,14 2,5 x 10* 45,7 1

Tabla B.2: Conversién de Unidades Energéticas
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Cosas importantes

» IDEA: COLOCAR UNA SECTION DE PROBLEMAS AL FINAL DE CADA CAPITULO.

= Comentarios:

e Hay problemas con el experimento de Rush. No se si la ecuacién diferencial no homogenea conserva
la frecuencia.

e No se pq en teoria cinetica el cambio en la presion es - el cambio en el momentum.

e La parte de transiciones de fase estd desordenada (se define dos veces calor latente).
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