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* Esta es una guia con problemas adicionales. El resto de problemas para ejercitarse son los
correspondientes al Capitulo 4 del libro de Churchill y Brown.

Integrales de Linea
1. Calcular f(((i’;))(Qy + 2%)dx + (32 — y)dy a lo largo de

a) Lapardbolaz = 2t,y =t>+3
b) Las lineas rectas desde (0,3) a (2, 3) y luego desde (2,3) a (2,4)
c¢) La linea recta desde (0,3) a (2,4)

2. Calcular [, Zdz desde z = 0 a z = 4 + 2i a lo largo de la curva C dada por
a) z=1t>+it
b) Lalinea desde z = 0 a z = 2i y luego la linea desde z = 2i a z = 4 + 2i.
3. Calcular f((OQf))(Sx +y)dz + (2y — z)dy alo largo de

a) lacurvay = 22 +1
b) la linea recta que une (0, 1) (2,5)
c) lalinea recta desde (0, 1) a (0, 5) y luego desde (0, 5) a (2, 5)
4. Calcular §,.(z + 2y)dx + (y — 22)dy alrededor de la elipse C' definida por

a) x =4cosh,y = 3sinf, 0 < 6 < 27, si C esta descrita en la direccién contraria a la del
movimiento de las manecillas del reloj.

b) ¢Qué sucede en 4a si C estd descrita en la direccién del movimiento de las manecillas
del reloj?

5. Calcular [ (z? — iy?)dz a lo largo de

a) la pardbola y = 222 desde (1,1) a (2,8)
b) las lineas rectas desde (1,1) a (1, 8) y luego desde (1, 8) a (2, 8)
¢) lalinea recta desde (1,1) a (2, 8)

6. Calcular § |z|?dz alrededor del cuadrado con vértices en (0, 0), (1,0), (1,1), (0,1).
7. Calcular [ (2% + 3z)dz alo largo de

a) el circulo |z| = 2 desde (2,0) a (0,2) en una direccién contraria a la del movimiento de
las manecillas del reloj.
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b) la linea recta desde (2,0) a (0,2).
c) las lineas rectas desde (2,0) a (2, 2) y luego desde (2,2) a (0, 2).

Calcular §, z2dz alrededor de los circulos

a) |z| =1
b) |z—1]=1

Demostrar que [ F(2)G'(z)dz = F(2)G(z) — [ F'(2)G(z)dz .
Utilizando el resultado de 9, calcular

a) fol ze¥dz

b) ™ 22 sindzdz

Demostrar que

/ dz 1t S 1 | (z—ai>+
———F =—tan " —+c¢1=—1In c
224a?2 a a ' 24 z+ai 2

Note que es una integral indefinida.

Teorema de Cauchy-Goursat

Calcular §, -2 donde C es una curva simple cerrada y z = a esté

a) fueradeC.
b) dentro de C.

Calcular §, (z‘_ii';)n, n =2,3,4... donde z = a estd dentro de la curva simple cerrada C.

Si C esla curva y = 23 — 322 + 42 — 1 que une los puntos (1, 1) y (2, 3), hallar el valor de

/(1222 — 4iz)dz

Calcular [,(z +2)e**dz a lo largo de la pardbola C definida por 7%y = z2 desde (0,0) a (, 1).

Férmula Integral de Cauchy

z .
Calcular 5% §, -<5dzsiCes

a) el circulo |z| =3

b) el circulo |z| =1

Calcular §, Zsff/zz dz si C es el circulo |z| = 5.

3z

Calcular ¢, £

Z—Ti

dzsiC es

a) el circulo |z — 1| =4
b) laelipse |z — 2|+ |2 +2| =6

51 dz si C es un rectdngulo de vértices

Calcular 5 §,
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a) 244, -2+
b) —i,2—i,241,i

Probar

dz
=0
£22+z

donde C es el circulo de radio 2.

Probar que

" 3! z
7@ = oo f L s

si C' es una curva simple cerrada alrededor de |z| = a y f(z) es analitica en el interior y sobre

C.

Calcular, considerando que C'es el circulo |z| = 3

f sin 2% 4 cos w22
c (z=1(z-2)

Calcular, considerando que C'es el circulo |z| = 3

622
—d
fi: (z+1)4 :

Calcular la integral

eZ
j{ 22 4+ 72 dz

a) si C es la circunferencia cerrada |z| = 2

b) si C es la circunferencia cerrada |z| = 3,15

Problemas misceldneos avanzados

Los siguientes ejercicios los presentamos gracias a la gentileza del Profesor Carlos Esparza
de la Usach. Los que no han sido inventados por él, estan tomados de los libros Complex
Variables with applications, A David Wunsch, Pearson 2005, y Teoria de las Funciones Analiticas,
A. Markushevich, Editorial Mir.

. Teorema del valor medio de Gauf3

Revise las condiciones requeridas por el teorema del valor medio de Gauf3

f(20) =5 /fzo+re (1)



Si f(z) = u(x,y) + iv(z,y), verifique que
1 2
u(zo,yo) = 2—/ u(xo + 7 cosb,yo + rsend)dd )
™ Jo

1 21
v(zo,Y0) = ﬂ/o v(zp + rcos b, yo + rsenb)dd (3)

26. Aplicaciones del teorema de Gauf3

[Wunsch 4.6.1,2,- - -] Considere z = ¢ y haga uso del teorema de Gauf para evaluar

1 2 eié)
a) 51 Jo e db

b) o fozﬂ cos(cos 0 + isen 0)df f(z) = cos z.
c) f027r cos(cos @) cosh(sen 0)d0, f(z) = cos z.
d) Jo" T g ot 19 f(2) = i

e) Demuestre que para a > 1y n entero

27

Log(1 + a® + 2a cos(nf))df = 4,
0

f) Demuestre quesia > b >0

2w
/ Log(a + bcos 6)do = 2in
0

a4+ Va2 — bQ]
2

27. Valor medio con nimeros

[Wunsch 4.6.7] Sea u(z,y) una funcién armonica y sea ug el valor de ella en el centro de la
circunferencia de radio r. Suponga que u toma los valores w1, uz, u3 y us en cuatro puntos
igualmente espaciados sobre la circunferencia, como se indica en la figura.

z,
—|Z7%|=r
Zl

Ul + U2 + U3 + Ug
4

Use la Ec (2) para demostrar que

4)

uy =

Ahora considere u(z,y) = e” cosy y los cuatro puntos 1,1 +,0,9+14,1+0,9i y 1 + 1, 1.

Evalue u(1, 1) y compare ese valor con la aproximacién de Ec (4).

28. Una férmula de Wallis

[Wunsch 4.6.17] La férmulas de Wallis permiten hacer integrales del tipo [o /2 [£(0)]" df, en
que n es un entero > 0, par o impar y f(#) = senf o cos¥f.



a) Use el teorema del binomio para demostrar que paran = 0,1,2,3,... se tiene

1 1 2n _ (2n)!z2n—2k—1
- e i 5
z [Z—i_ z] F=0 (20 — k)K! ©)
b) Integre término a término y demuestre que
1 172" !
?{ - [z + } dz = 2mi (2n)2 (6)
l2l=1 2 z (n!)
¢) Con z = ¢ del resultado anterior se tiene
2m (2n)!
2 cos 0)*"df = 2 7
| eoso) Tl %
d) Haciendo uso de la simetra de cos  en el dominio 0 < § < 27 y del hecho que 2n es par,
explique el hecho que
/2 T (2n)!
2n _
/0 (cos0)“""df = 3 (nl)222n” (8)
que es la férmula del coseno de Wallis.
Finalmente, calcule otra de las integrales de Wallis
/2
/ (sen )*"df )
0
Nota: ver, por ejemplo
http:/ /mathworld.wolfram.com/WallisCosineFormula.html
29. Evitando la singularidad: Un ejercicio guiado.
[Markushevich V. I pag 272] Demuestre que
I:/ ST =T (10)
0 T 2

Ind: Considere la integral de f(z) = exp(iz)/z en el contorno I' con forma semianular de
radios r y R, que excluye el origen, que se indica en la figura; I" rectificable y f(z) es entera.
Para realizar la demostracién realice el paso al Imite r — 0y R — oo.

X )
Contorno semianular I



Note que, en notacién simbdlica

J

Las integrales en los segmentos son

Jus o™ o
AB BCD DE EFA

= Iap+Ipcp +Ipg+1Igra = 0.

R el

Izp(r,R) :/ —dx.
r X
Sobre el la semicircunferencia superior

™ exp(iRe?) .
Ipcp(R) = /Opl(%eie)zRewdH

= z/ exp(iRcosf — Rsin)df.
0

Sobre el trazo recto DE
—r ei:):

IDE(’I“,R) = /R ?dl’

R ,—iz
= —/ ew dx = —Ig(r, R).

El paso de Ec (16) a Ec (17) se realiz6é haciendo el cambio —x — z. Finalmente

0 iy
Ippa(r) = / L(p(m'"e )irewdﬂ

o ret?

= —i/ exp(ir cos @ — rsin0)df.
0

Acotaremos |Ipcp(R)|. Observemos que

Inen(R)| < / | exp(iR cos 0)|| exp(— R sin 0)[d6
0

= / exp(—Rsin6)df
0

< /exp(—2R9)d9
0

Tloe ™t 7

2 R 2R’

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
(20)

(21)

Puesto que limpr_.o |[Ipcp(R)| = 0; se sigue que limp_. Ipcp(R) = 0. Por otra parte, se

verifica sin dificultad que
HH(l) Igpa(r) = —i/ df = —mi.
rT— 0

Teniendo en cuenta Ec (12) se tiene que

,1}1% [IAB(T', R) + IDE(’I", R)] =

R—o0

(22)

(23)
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=— lim [Igcp(R) + Ippa(r)] = im. (24)
R— o0
Entonces, haciendo uso de Ecs (13), (17) y (24) se tiene que las integrales impropias existen.
En efecto

1
Z £1£% [IAB(T,R)-I-IDE(T,R)] = (25)
R—o0
R .
— lm [ g —1=T (26)
Aoy 2

Por lo tanto, es valida la Ec (10).

Extra: Para p ntimero real, calcule o simplemente anote, fundamentando su procedimiento,
el resultado de la integral
o0 S'
I:/ mPT . 27)
0

x

Integrales de Fresnel : Un ejercicio guiado.

[Markushevich V. I pag 272] Evalte las integrales
1. = / cosxz?dr, I,= / sin z2dx (28)
0 0

que aparecen en teora de la difracciéon. De acuerdo a la representacién grafica de cada inte-
grando ;qué espera de ambos resultados?

Ind: Considere la integral de f(z) = exp(i2?) en el contorno I' con forma de cufia de lado R
que subtiende un dngulo de 7/4, como se indica en la figura.

b/
B
R
i A,
0 R

Contorno I' para integrales de Fresnel

Note que, en notacién simbdlica

/:/ + + = Ioa+Iap+ Ipo =0, (29)
r Joa JaB Jmo

Separando las integrales, tenemos que

R, R
Ioa :/ e dx :/ e dx (30)
0 0
Yy
m/4 . .
Iap :/ exp(iR%e*?)iRe™ df (31)
0

finalmente para I se tiene z = re’™* con dz = dr y r variando de R — 0, entonces

22 it /4 R —r?
IBO(R):/BOe dz = —e /0 e " dr (32)
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El Imite

Ifim Ipo(R) = —¢'™/* / e dr = —ﬁe”/ 4 (33)
R—o0 0 2
Para I45(R) se cumple
w/4
[Iag(R)| < R/ exp(—R2 sin 20)d6. (34)
0

Puesto que para 0 < # < 7/2 se cumple que sinf > 26/7, se sigue que

/4 ) Tl — €_R2
Lan(R)| < R [ exp(-aR%0/m)d0 = §—F— (35)

de manera que limp_,o Jap(R) = 0. Ahora, de Ec (29) tenemos

lim Ipa(R) = — lim [Iap(R)+ Ipo(R)]
R—o0 R—o0
_ V2T ina (36)
2
luego
R R .
lim [/ cos z2dx +i/ sin I‘Qd.%] = ﬁe”/4 (37)
R—oo | Jo 0 2
y, en definitiva
o0 o0 A /2
/ cos zdx = / sinz2dz = Tﬁ (38)
0 0

Extra: Grafique en un rango conveniente de x las funciones cos(z?) y sen(z?). Grafique tam-
bién f(0) =sinfy f1(0) =20/m para0 < 6 < /2

Contorno rectangular

Demuestre que parab >0y a >0

I(a,b) = / e~ cos(2abz)dz = \/ze—ba2 (39)

—0o0

Ind: Considere la integral de f(z) = exp(—bz?) sobre el contorno rectangular de vértices
(—R,0),(0,R),(R,a),(—R,a) y tome el Imite cuando R — .

Obs1: Note que la integral I(a, b) es independiente del signo de a, pero el signo positivo se
indic6 para definir el contorno.

Obs2: Verificar que la Ec (38) reproduce el resultado conocido para el caso a = 0.

Obs3: Pensar otra manera para realizar la integral de Ec (38) y proceder de acuerdo a ella.



