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Función Gamma

1. Exprese Γ(k+1/2), donde k es un entero positivo, en términos de Γ(1/2) y calcular Γ(k+1/2)
para k = 1, 2, 3, 4.

2. Evaluar las siguientes expresiones

a) Γ(6)
2Γ(3)

b) Γ(5/2)
Γ(1/2)

c) Γ(3)Γ(2,5)
Γ(5,5)

d) 6Γ(8/3)
5Γ(2/3)

3. Evaluar y expresar en términos de la función Gamma, la integral

In =

∫ 1

−1
(1− t2)ndt

con n = 0, 1...

4. Evaluar las siguientes integrales

a)
∫∞

0 x3e−xdx

b)
∫∞
0 x6e−2xdx

c)
∫∞

0

√
ye−y

3
dy

d)
∫∞

0 3−4z2dz

e)
∫ 1

0
dx√
− lnx

5. Dada la distribución Gamma

f(x) =

{
1

βαΓ(α)x
α−1e−x/β , x > 0

0 , x ≤ 0

demostrar que

a) f(x) está normalizada.

b) El promedio de x viene dado por 〈x〉 = αβ.

c) La varianza de x viene dada por σ2 =
〈
x2
〉
− 〈x〉2 = αβ2.



6. Demuestre que si s es un número entero y a es fraccionario, se tiene

Γ(a− s) = (−1)s
Γ(a)Γ(1− a)

Γ(1− a+ s)

7. Demuestre

a) Γ(n) =
∫ 1

0

(
ln 1

x

)n−1
dx, utilizando el cambio de variable t = ln 1

x .

b) Γ(n) = 2
∫∞

0 e−r
2
r2n−1dr, utilizando el cambio de variable t = r2.

8. Considere m, n, a constantes positivas. Demuestre∫ ∞
0

xme−ax
n
dx =

1

na(m+1)/n
Γ

(
m+ 1

n

)

9. Considere n entero positivo y m > −1. Demuestre∫ 1

0
xm(lnx)ndx =

(−1)nn!

(m+ 1)n+1

10. Una partı́cula se encuentra en equilibrio en la posición x = a > 0 en el instante t = 0.
Posteriormente, en un instante t = T , ella se encuentra en x = 0. La ecuación diferencial que
modela el movimiento de la partı́cula está dada por

m
d2x

dt2
= −k

x

donde k es una constante positiva. Encuentre el tiempo T que tarda la partı́cula en ir desde
x = a hasta x = 0. Para ello reescriba la ecuación en la forma

mv
dv

dx
= −k

x

Resuelva esta ecuación diferencial para encontrar la solución v = dx
dt . Luego, obtenga T

integrando la solución obtenida.



Función Beta

11. Evaluar

a) B(2, 3)

b) B(4, 3)

c) B(1, 1)

12. Hallar el valor numérico de

a)
∫ 2

0

√
x(2− x)dx

b)
∫ π/2
0

√
tan θdθ

13. Demostrar que B(m,n) = B(n,m).

14. Demostrar que

B(m,n) = 2

∫ π/2

0
sin2m−1(φ) cos2n−1(φ)dφ

15. A partir del ejercicio 14, evaluar ∫ π/2

0
sin2(φ) cos2(φ)dφ

Ejercicios Complementarios

16. Demostrar la relación

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

Para ello, considere

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt

∫ ∞
0

e−uuy−1du

y realice el cambio de variable t = r sin2 φ, u = r cos2 φ.

17. Utilizando la igualdad obtenidad en 16 y el cambio de variable t = x
x+a , demuestre∫ ∞

0

xp−1

(x+ a)p+q
dx = a−qB(p, q) = a−q

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

con p, q, a > 0.

18. Utilizando resultados del ejercicio 16, demostrar

∫ π/2

0
cosα(φ)dφ =

1

2
B

(
1

2
,
α+ 1

2

)
=

Γ
(

1
2

)
Γ
(
α+1

2

)
2Γ
(
α
2 + 1

) =

√
π

2

Γ
(
α+1

2

)
Γ
(
α
2 + 1

)
19. A partir del resultado obtenido en 18, demostrar

∫ π/2

0
cos2n+1(φ)dφ =

√
πn!

2Γ
(

2n+3
2

) =
22n(n!)2

(2n+ 1)!

con n = 0, 1...



20. Evaluar las siguientes integrales

a)
∫ 1
0 x

4(1− x)3dx

b)
∫ 2
0

x2√
2−xdx

c)
∫ a

0 y
4
√
a2 − y2dy

21. Evaluar las siguientes integrales

a)
∫ π/2
0 sin6 θdθ

b)
∫ π/2
0 sin4 θ cos5 θdθ

c)
∫ π
0 cos4 θdθ

d)
∫ π/2
0 cos6 θdθ

e)
∫ π/2

0 sin3 θ cos2 θdθ

f )
∫ 2π

0 sin8 θdθ

22. Considere ∫ ∞
0

xp−1

1 + x
dx =

π

sin(pπ)

Demuestre que Γ(p)Γ(1− p) = π
sin(pπ) , donde 0 < p < 1.

23. Calcule
∫∞

0
dy

1+y4
utilizando el resultado del problema 22.

24. Muestre que ∫ 2

0
x

3
√

8− x3dx =
16π

9
√

3

25. Demostrar las siguientes relaciones

a)
∫ 1
0

tp−1
√

1−tdt = B
(
p, 1

2

)
=
√
π Γ(p)

Γ(p+ 1
2

)
, con p > 0.

b)
∫ π/2
0 sinn θdθ =

∫ π/2
0 cosn θdθ = 1

2B
(
n+1

2 , 1
2

)
, con n > −1.

c)
∫ 1

0
1√

1−tndt = 1
n

∫ 1
0
s
1
n−1
√

1−sds =
√
π
n

Γ 1
n

Γ( 1
n

+ 1
2)

, con n > 0.


